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Introduccion

La Mecénica es la rama de la fisica que relaciona el movimiento con las fuerzas aplicadas. Por su parte,
la Mecénica de Medios Continuos estudia la respuesta de materiales, ambos sélidos y fluidos (incluyendo
gases), a nivel macroscépico cuando estdn sujetos a diferentes condiciones de carga. Mientras que el
movimiento de cuerpo rigido es estudiado en esta teoria como una reduccién especial, la deformacion de
materiales bajo la aplicaciéon de cargas constituye su aplicacién mas comun. El sujeto de la Mecanica
de Medios Continuos se divide en dos partes primarias: los principios generales, es decir, las ecuaciones
gobernantes y las relaciones constitutivas. Los principios generales son comunes a todos los materiales
(conservacién de masa y energfa, conservacién de momento lineal y angular, principio de entropia, etc).
Las relaciones constitutivas son ecuaciones que definen a los materiales. En general, estas varian de un
material a otro, y para un material dado, pueden variar en dependencia de las condiciones de carga. La
elegancia de la Mecanica de Medios Continuos se basa en su postulacién matematica la cual genera un
tratamiento conciso de las ecuaciones gobernantes y las relaciones constitutivas.

El mundo bioldgico es una parte del mundo fisico que nos rodea y naturalmente es un objeto de estudio
en Mecénica. La Biomecdnica busca comprender la mecdnica de los sistemas vivos. La motivacion para
la investigacion en esta area viene de la comprensién de que la Biologia no puede sobrentenderse sin
la Biomecénica, como un aeroplano no puede entenderse sin la aerodindamica. Para un aeroplano, la
Mecénica nos habilita para disenar su estructura y predecir su ejecucién. Para un organismo vivo, la
Biomecanica nos ayuda en la comprensiéon de su estado normal, predice cambios debido a alteraciones,
y propone métodos de intervencion artificial. El campo de la Biomecanica incluye los topicos siguientes:
distribucién de la tensiéon y la deformacion en materiales, ecuaciones constitutivas que describen las
propiedades mecéanicas de los materiales, fortaleza de materiales, materiales compuestos, flujo de flui-
dos, transferencia de calor y distribucién de temperatura, transferencia de masa, difusién, transporte a
través de las membranas, mecanismos, estructuras, estabilidad de sistemas mecénicos, control de sistemas
mecanicos, dindmica, vibraciones y propagacion de ondas. Es dificil hallar algo vivo que no involucre
alguno de estos topicos.

Desde hace varias décadas la Biomecanica se ha convertido en un area de gran interés dentro de la
Mecénica de Medios Continuos y ha estado presente en varios avances modernos de la medicina y la
tecnologia. Ha ayudado a resolver problemas clinicos concernientes al sistema cardiovascular con la in-
vencion de las valvulas protésicas de corazédn, las maquinas de hemodialisis, entre otros. Investigaciones
recientes se han enfocado en la tensién que actia en las células endoteliales!. Un desarrollo més vigoroso
de la Biomecéanica esta asociado con la ortopedia. En la ortopedia, dicha teoria se convierte en una
herramienta clinica diaria. La investigacion fundamental ha incluido no solo cirugia, protesis e implantes
de miembros artificiales, sino también aspectos celulares y moleculares. Una de las mas importantes
contribuciones de la Biomecédnica moderna en la medicina probablemente estribe en su promocién de
una mejor comprension de la fisiologia. La metodologia y normas de la Mecéanica, trata con problemas
complejos de la ciencia y la tecnologia de la salud. Asi, el andlisis de un sistema, la reologia de tejidos
biolégicos?, la transferencia de masa a través de membranas y la microcirculacién, fortalezas tradicionales
de la biomecanica, se estan convirtiendo en nociones comunes en medicina.

En la actualidad una de las primeras causas de muerte en el mundo es la ocasionada por el céncer.
Un reciente informe desarrollado por la agencia internacional World Health Organizations International

1Una célula endotelial es un tipo de célula aplanada que recubre el interior de los vasos sanguineos y sobre todo de los
capilares, formando parte de su pared.

2La reologia es la parte de la fisica que estudia la relacién entre el esfuerzo y la deformacién en los materiales que son
capaces de fluir.



Agency for Research on Cancer (IARC) ilustra que América del Norte es la regién con més diagnésticos
de cancer en adultos, seguida estrechamente por Europa Occidental, Australia y Nueva Zelanda. A nivel
mundial en el 2008 causé 7.6 millones de defunciones. Se prevé que las muertes por cancer sigan aumen-
tando en todo el mundo y alcancen la cifra de 13.1 millones en 2030.

Con el objetivo de desarrollar tratamientos efectivos, es importante identificar los mecanismos que con-
trolan el proceso de evolucién del cancer, como interactian y cémo pueden ser manipulados para erradicar
la enfermedad. A través del desarrollo y solucién de modelos matematicos que describen los diferentes
aspectos del crecimiento de un tumor, las matematicas aplicadas tienen el potencial de prevenir la expe-
rimentacién excesiva y de proveer a los bidlogos con comprensiones complementarias de los mecanismos
que pueden controlar el desarrollo de tumores sélidos (Byrne [1]). La Bioquimica juega actualmente un
papel mas importante, pero existe un consenso en que la Mecéanica, y en particular la Mecanica de Medios
Continuos, constituye la herramienta correcta en el estudio de diversas preguntas abiertas. Motivo por
el cual, se ha estado estudiando desde el punto de vista matematico, cémo ocurre el proceso de evoluciéon
de un tumor (Agus y Michor [2]). Debido a la existencia de disimiles tipos de tumores, con origenes
y caracteristicas diferentes y de los diversos factores que influyen en su desarrollo, todavia no se ha lo-
grado obtener una descripcién unificada de como ocurre la evolucién de un tumor. Sin embargo, nuevos
descubrimientos referentes a distintas areas de investigacién de dicha enfermedad se han llevado a cabo
durante los ultimos anos, los cientificos a menudo han recurrido a los modelos mateméticos con el objetivo
de explicar e interpretar sus investigaciones experimentales. Nuevas estrategias, técnicas experimentales
y acercamientos tedricos, usando la Mecanica de Medios Continuos, estan emergiendo en la investigacién
del céncer.

El estudio del crecimiento de un tumor sélido ha tenido una considerable popularidad entre los ma-
tematicos, pero no fue hasta la década de 1970 que se propusieron trabajos experimentales conjunto con
modelos matematicos (Liotta et al. [3] y [4] y Seidel et al. [5]). Los anos 90 presenciaron una explosién en
la publicacién de articulos matematicos referentes al crecimiento de un tumor sélido, apareciendo muchos
mas trabajos en esta década que en todos los anos previos combinados, entre ellos se pueden citar los
trabajos de Please et al. [6] y Skalak et al. [7]. Los diferentes modelos referentes al desarrollo de tumores
pueden ser clasificados en dos secciones principales:

- Modelos continuos sélidos (o liquidos) de una fase

En estos tipos de modelos el comportamiento del material estd gobernado por las leyes de conser-
vacién de masa, momento, energia y entropia. Un modelo eldstico no lineal fue implementado por
Chaplain y Sleeman [8] donde el tumor fue tratado como un globo que se iba inflando caracterizando
al material por una funcién de energfa de deformacién. En Jones et al. [9], el tumor fue considerado
como un material elastico lineal e isotropico donde la respuesta elastica fue asumida proporcional al
cambio en la deformacion en cualquier intervalo pequeno del tiempo. En los trabajos presentados
por Taber y Eggers [10], Taber y Perucchio [11], se utilizé la técnica de la descomposicién multi-
plicativa del gradiente de la deformacion total, en dos componentes, una referente a la elasticidad y
otra al crecimiento. Mds adelante, Ambrosi y Mollica [12] usaron un modelo sélido eldstico de una
fase para analizar el crecimiento de un tumor usando la teoria de multiples configuraciones natu-
rales descrita en [13]. El tumor fue considerado como un material hipereldstico, donde se usaron
suposiciones constitutivas especificas para modelar el cuerpo como un material eldstico no lineal
y compresible. Después de haber desarrollado una formulaciéon matematica general del problema,
en otro trabajo Ambrosi y Mollica [14], presentan simulaciones numéricas del crecimiento de una
esferoide multicelular.

- Modelos multi-fasicos

Los modelos continuos, incluyendo dos o més constituyentes que interactian entre si, han sido
ampliamente aplicados en varios materiales bioldgicos, tanto en tejidos blandos, como en células
[15, 16, 17, 18, 19]. La teoria de mezclas ha sido ampliamente aplicada para estudiar este tipo de
modelos, la cual estd basada en la suposiciéon de que el dominio considerado es continuo y cada punto



del dominio consiste de particulas pertenecientes a ambos constituyentes. Por tanto se requiere que
los materiales sean densos, de modo que puedan ser homogeneizados sobre la regiéon de la mez-
cla. Dicha teoria, puede ser satisfactoriamente empleada para describir interacciones complejas que
tienen lugar entre los componentes que forman la mezcla. Un modelo sélido-fluido fue implementado
por Chen et al. [20] con el propédsito de estudiar el efecto mecédnico del medio circundante en el crec-
imiento del tumor. Ambrosi y Preziosi [21] modelaron un esferoide multi-celular como un material
multi-fasico consistiendo de un esqueleto sélido constituido por un conjunto de células (consideradas
como una membrana eldstica) y una fase liquida rellenando el espacio extra-celular, usada por el
tumor para crecer. El modelado de un tumor usando la ley de Darcy para representar el compor-
tamiento del fluido en un medio poroso ha sido estudiado por Baxter y Jain [22, 23], Pozrikidis y
Farrow [24], este ultimo considerando los intersticios como un material poroso isotrépico.

Como se puntualiza en Unnikrishnan et al. [25], estos trabajos dejan claro que hay mucho trabajo pro-
metedor en la utilizacién de la teoria de mezclas aplicada al problema de crecimiento biolégico.

En la presente tesis se desarrolla un nuevo modelo con el objetivo de caracterizar el proceso de de-
sarrollo de un tumor encapsulado. La evolucién de dicho cuerpo es derivada de las ecuaciones de balance,
asi como de principios de conservacion suplementados con leyes de difusién para describir la evolucién
de los nutrientes que el tumor recibe para su desarrollo. Ademds, se utilizan las nociones de la teoria
de mezclas y de la teoria de multiples configuraciones naturales. Esta tltima, constituye un escenario
ideal para investigar el proceso de crecimiento. De hecho, la dificultad esencial al formalizar la dindmica
de crecimiento, es modelar simultdneamente el cambio en masa y las tensiones que acompanan a dicho
cambio, posiblemente causado por la aplicacién de cargas o por el mismo crecimiento en si. La teoria de
multiples configuraciones naturales posibilita separar tales contribuciones por medio de una via elegante
y ademaés modelarlas de forma individual. Luego, a partir de las herramientas que brindan la Mecéanica de
Medios Continuos, la teoria de mezclas y la teoria de miltiples configuraciones naturales, se estudian los
aspectos mecédnicos presentes en la variacién volumétrica de un tumor, asi como las tensiones que tienen
lugar durante dicha evolucién, ya sean producto del crecimiento en si o por la aplicacion de fuerzas.

Objetivos de la tesis

Los objetivos de la tesis se pueden resumir como sigue:

- Deducir un modelo general que describa las tensiones y el crecimiento de un tumor sélido continuo
compresible y con respuesta hiperelastica.

- Obtener soluciones aproximadas del modelo a través de su resolucién numérica.

- Comparar los resultados obtenidos con datos experimentales.

Descripcién de la tesis

La tesis contiene cuatro capitulos: en el capitulo 1, se presentan conceptos y resultados generales del
Anélisis Tensorial, la Mecénica de Medios Continuos, la teoria de mezclas y la teoria de multiples confi-
guraciones naturales, que sirvan de fundamento y orientacién a las ideas que se desarrollan en los restantes
capitulos. En el capitulo 2 se desarrolla un nuevo modelo que describa el proceso de crecimiento de un
tumor sélido aplicando la teoria presentada en el capitulo 1. Asimismo, se presentan los resultados
obtenidos al resolver numéricamente el modelo y se comparan con estudios experimentales. Finalmente
en el capitulo 3 se presentan las conclusiones y recomendaciones del trabajo realizado.

Aspectos novedosos de la tesis

Como aspectos novedosos de esta tesis respecto a aquellos trabajos reportados en la literatura que se ha
podido consultar, estan:

- Desarrollo de un nuevo modelo para describir el crecimiento de un tumor.



- Estudio de las consecuencias, que traen consigo la aplicacion de fuerzas prefijadas, en el proceso de
crecimiento.

Produccion cientifica

Los resultados obtenidos hasta el momento, han sido:

Publicados en revistas de impacto:

- A. Ramirez-Torres, R. Rodriguez-Ramos, R. Gluge, J. Bravo-Castillero, R. Guinovart-Diaz, R.
Rodriguez-Sanches, 2013, Biomechanic approach of a growing tumor, Mechanics Research Commu-
nications, vol. 51, pp. 32-38.

Publicados en memorias de eventos con arbitraje

- Ariel Ramirez Torres, Reinaldo Rodriguez Ramos, 2011, Modelacion matemdtica del crecimiento
de un tumor dentro del rango de la mecdnica de medios continuos. COMPUMAT. Noviembre 23-25.
ISBN 978-959-250-658-9.

- Ariel Ramirez Torres, Reinaldo Rodriguez Ramos, Julidn Bravo Castillero, Raul Guinovart Diaz,
2013, Aproximacion biomecdnica del crecimiento de un tumor. COMPUMAT. Noviembre 27-29.
ISBN 978-959-286-022-3.

Presentados en eventos y congresos, tanto nacionales como internacionales

- XII Congreso de la Sociedad Cubana de Matemética y Computacion COMPUMAT 2011. Univer-
sidad Central “Marta Abreu”de Las Villas. Noviembre 23-25, 2011. Villa Clara, Cuba.

- XV International Workshop on Wavelets, Differential Equations, Mechanics and Applications. Uni-
versidad de La Habana. Febrero 20-24, 2012. La Habana, Cuba.

- XVI International Workshop on Wavelets, Differential Equations, Mechanics, Number Theory and
Financial Mathematics. Universidad de la Habana. Febrero 18-22, 2013. La Habana, Cuba.

- Congreso Internacional COMPUMAT 2013. Universidad de las Ciencias Informaticas. Noviembre
27-29, 2013. La Habana, Cuba.

Presentados en seminarios

- Sobre la mecdnica del crecimiento de un tumor, 2011. Universidad de Medicina “Manuel Fajardo”.
La Habana, Cuba.

- Aproximacion biomecdnica del crecimiento de un tumor, 2011. Centro de Inmunologia Molecular,
(CIM). La Habana, Cuba.

- Micromechanical approach for modelling composites with complex contact at the interfaces and appli-
cation of non-linear continuum mechanics approach for studying tumor growth, 2013. Laboratoire
d’Innovation et d’Analyse de Bioperformance. Ecole Polytechnique de Montréal. Montreal, Canada.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Analisis tensorial

Puesto que las propiedades de los sélidos no dependen del sistema de coordenadas elegido para su estudio,
las ecuaciones de la Mecénica de Medios Continuos tienen forma tensorial. Es decir, las magnitudes
bésicas que aparecen son tensores, lo cual permite escribir las ecuaciones en una forma bésica que no
varia de un sistema de coordenadas a otro. Por tal motivo, se hace necesario, tener una compresién de
lo que es un tensor y conocer las propiedades que cumplen, para poder maniobrar con ellos. El anélisis
presentado en este capitulo se basa en el libro de Istkov [26]. Otro de los objetivos principales del actual
capitulo es la obtencion de las derivadas de los invariantes de un tensor, las cuales serdn de utilidad para
célculos futuros.

1.1.1 Tensores de segundo orden como aplicaciones lineales

Definicion 1.1. Sea el conjunto Lin™ de todas las aplicaciones lineales de E™ (espacio euclidiano de
dimension n) en E™. Tal aplicacidn puede ser escrita de la siguiente forma

y = Az, y € E", Ve € E, VA € Lin". (1.1)
Los elementos del conjunto Lin™ se llaman tensores de sequndo orden o simplemente tensores.
Definicion 1.2. Se define el producto de un tensor por un escalar o € R como
(aA)x = a(Ax) = A(ax), Ve € E", (1.2)
y la suma de dos tensores A y B como

(A+ B)x = Az + Bz, v € E". (1.3)

La linealidad de la aplicacién (1.1) se expresa por las siguientes relaciones:

A(x+y) = Az + Ay, Ve,y € E", VA € Lin", (1.4)
A(ax) = aAx, Vo € E", Va € R, VA € Lin". (1.5)

Definicion 1.3. Se define el tensor cero (0) y el tensor identidad (I) de la siguiente manera

Ox =0, Ve € E", (1.6)
Ix =z, Ve € E" (1.7)

ot
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Entonces de lo realizado hasta ahora, se deduce que el conjunto Lin™ es un espacio vectorial. Luego
VA,B,C € Lin"™ y Va, § € R, las propiedades de los tensores se pueden resumir de la siguiente manera:

A+B=B+A, (1.8)
A+ (B+C)=(A+B)+C, (1.9)
0+A=A, (1.10)
A+ (-A)=0, (1.11)
a(54) = (af) A, (1.12)
1A = A, (1.13)
a(A+ B) =aA+aB, (1.14)
(a+ B)A =aA+ BA. (1.15)

1.1.2 Producto tensorial

El producto tensorial juega un papel importante debido a que permite construir un tensor de segundo
orden a partir de dos vectores. Consideremos dos vectores a,b € E™ entonces,

Definicién 1.4. El producto tensorial se define de la siguiente forma

(a®@b)x=a(b-x), a,beE", Vo € E7, (1.16)
donde “” representa el producto escalar en E™.
El producto “®” de dos vectores de E? debe entenderse de la siguiente manera

albl a1b2 a1b3
a® b= a2b1 a2b2 a2b3 . (117)
azbi  asby  asbs

La aplicacién (1.16) denotada por el simbolo ® es lineal, es decir dados a,b € E" y V& € E", Vo, § € R,
se cumple

(a@b)(x+y)=ab-(z+y)]=ab-z+b-y)=(a@bz+(axb)y, (1.18)
(a®b)(ax) =alb- (ax)] = a(b-x)a = a(a @ b)x, (1.19)

entonces se puede asegurar que, el producto tensorial de dos vectores representa un tensor de segundo
orden.

Proposicion 1.1. Para el producto tensorial de vectores se tiene que

a®(b+c)=axb+a®ec, (1.20)
(a+b)®c=a®c+b®ec, (1.21)
(aa) ® (Bb) = aff(a @ b). (1.22)

Demostracion. Veamos sélo la demostracién de (1.20), pues para demostrar (1.21) y (1.22) se sigue un
anélisis similar. Observése que

a® (b+ex=ab-x+c-x)=ab-z)+alc-z)=(a®b+a®c)x,

y como la igualdad se cumple para todo & € E™, entonces se tiene (1.20). O

1.1.3 Representacién de un tensor respecto a una base

Como se ha visto anteriormente, el conjunto de los tensores de segundo orden Lin™ constituye un espacio
vectorial. Ahora se mostrard, con ayuda del producto tensorial, que es posible construir una base en
Lin™.
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Definicion 1.5. Sea F = {f,, for--., f,} una base de E". Entonces una base F' = {f', f*,.... f"}
de E™ se llama base dual de F, si

fi =90, i,j=1,2,...,n (1.23)
donde
; 1 1=
] . b
@‘{ow¢j

se denomina delta de Kronecker.

Teorema 1.1. Sea F ={f1,fo,-- - Fn}t vG=191,92,---,9,} dos bases arbitrarias de E". Entonces,
los tensores f, ® g. (4,j=1,2,...,n) representan una base de Lin™. La dimension del espacio vectorial

3

Lin™ es entonces n”.

Demostracion. Primero se demuestra que todo tensor en Lin™ representa una combinacién lineal de los
tensores f; ® g; (i,j=1,2,...,n). Luego, sea A € Lin™ arbitrario fijo y considere la siguiente combinacién
lineal

A = (f'Ag)f; ®g;, (1.24)
donde f'Ag’ = f'- (Ag’) y f'y g’ son las bases duales asociadas a F y G respectivamente.

Los tensores A’ y A coinciden si y solo si A’z = Ax, Vo € E". Sea « € E" fijo arbitrario, entonces
x=u,f = acjgj, (1.25)
por tanto
Aw = (f'Ag)f; ® g;(xng") = (f'AG') fix10; = x;(F' Ag') f;.
Por otro lado, de la linealidad de la aplicacién A
Az =z;Ag’, (1.26)
y ademas
x=z'f; = (fi ) f; (1.27)
Luego en virtud de (1.26) y (1.27) se tiene que
Az = 1;Ag’ = 1j(Ag’)' f; = w;[f" - (Ag))f; = =;(f' Ag") f .
Entonces A'x = Az, V& € E" y por tanto A’ = A.

Los tensores f; ® g, son linealmente independientes, pues en caso contrario, existen escalares a' no
todos nulos tales que, a¥ f, ® g; =0, es decir, para x € E", & # 0

Oéij(fi ®gj)x = aijfi(gj ~x) =0,
como G es base g, - # 0. Luego a f, =0y esto contradice el hecho de que F es una base. O

Entonces respecto a las bases f, ® f, fiofi, _fi®fj y fi®fj, (i,j =1,2,...,n), un tensor A € Lin"
se puede escribir como

A=AVfof,=Asflof =ALf,ef = Alf'ef, (1.28)
donde N ' _ ' _ ‘ _
AV =fAf. Ay =fAf, A=A AL =FfAf;
Note que, el subindice “ -7
es el primer indice, mientras que para las componentes A;_, 1 es el segundo indice.

indica la posicién del indice superior. Es decir, para las componentes A_ij, i
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1.1.4 Cambio de bases

Ahora, se verd cémo las componentes de un tensor de segundo orden se transforman al aplicar un cambio
de base. Sea entonces A € Lin™. De acuerdo a (1.28),

A=Afaf,=Af o f =Afiof =Alf e f; (1.29)
pero
AT = fAf = (FU£1) A (PR Fr) = AW S = AR Y, (1.30)
Ay = £iAf; = (fuf') A (Finf*) = ALfij = faA™ i, (1.31)
donde i,j = 1,2,...,n. Las reglas de transformacién (1.30) y (1.31) se mantienen validas no solo para
las bases duales. En efecto, sean f, y f; (i =1,2,...,n), dos bases arbitrarias en E", entonces
A=Af, 0 f,=A"f,®f;, (1.32)

pero f, se puede representar de la siguiente forma

fi=df; (1.33)
luego
A=AVf @ f; =AY (i fr) ® (a5 f)) = AVafajf\ @ f, (1.34)
por tanto
Ak :Aijafa;, k,l=1,2,....n. (1.35)
El tensor identidad definido por (1.7), para una base ortonormal {ey, es, ..., e,} se escribe como
I:iem@ei. (1.36)
i=1

1.1.5 Operaciones con tensores de segundo orden

En la Seccién 1.1.1 se ha visto que el conjunto Lin™ representa un espacio vectorial de dimensién finita.
En donde ademaés se mostré algunas operaciones como la suma y el producto por un escalar. Pero,
para tensores de segundo orden, se pueden definir otras operaciones, por ejemplo, la composicion, la
transposicién o la inversién.

Definicion 1.6. Sean A, B € Lin™ dos tensores de seqgundo orden. FEntonces, el tensor C = AB se
llama composicion de A y B, si

Cx = A(Bx), vV € E™. (1.37)

La composicién de tensores en general no es conmutativa, es decir, AB # BA. Ademds, se cumplen las
siguientes propiedades

A0 =0A =0, (1.38)

AT =TA=A, (1.39)
AB+C)=AB+ AC, (1.40)
(B+C)A=BA+CA, (1.41)
A(BC) = (AB)C. (1.42)

La relacién (1.40) se puede probar como sigue
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Demostracion.
[A(B+C)lz = A[(B+C)x] = A(Bx+Cz) = A(Bx)+ A(Czx) = (AB)x + (AC)x = (AB + AC)x,
y como x € E™ es arbitrario, se tiene la igualdad (1.40). O

Las demés relaciones se demuestran de manera similar.

Definicion 1.7. Para el producto tensorial (1.16) se define la composicién como
(a®b)(c®d)=(b-c)a®d, a,b,c,d € E". (1.43)

De hecho, en virtud de (1.16), (1.19) y (1.37), para todo x € E™
(a®@b)(c®d)z=(axb)[(ced)z]=(d-z)(a®b)c=(d-xz)(b-c)a=(b-¢c)(a®d)x =[(b-c)a®d|x.
Luego se puede escribir

AB = A"B| f, @ f; = AuBY ' © f; = AYBlf, @ f = ALBy f @ f, (1.44)
donde A y B son dados en la forma (1.28).
Con ayuda de (1.37) se define la potencia k-ésima (k =1,2,3,...) de un tensor de segundo orden por

Definicion 1.8. Sea A € Lin™ se define
i. AP=AA. A, k=1,2,...,n
—

k wveces
i. A"=1.
De la definicién anterior y de (1.37) se obtienen las siguientes propiedades
AR AL = AFFL (1.45)
(A% = A, (1.46)
(@A) = a* A (1.47)

donde k,1=0,1,2,...,n.

Definicion 1.9. En base de la aplicacion “derecha” (1.1), se puede definir también la aplicacion “iz-
quierda” a través de la siguiente condicion

(yA) -z =y (Ax), Ve € E", A € Lin". (1.48)

Obsérvese que Yy € E™ existe un unico vector yA € E" que satisface la condicién (1.48). Pues, si
F=A{f1.For---. f,} es una base de E* y F' = {f*, f?, ..., "} su base dual asociada. Entonces, dos
vectores arbitrarios &,y de E™, se escriben como « = z; f* y y = y; f*. Ahora, sea el vector

yA =ylf - (Af)f;, (1.49)
entonces (yA) - = yixj[fi : (Afj)]'
Por otro lado
y- (Az) =y (z;Af7) = yiz,[f* - (A7) (1.50)

La unicidad del vector yA es inmediata de las propiedades del producto escalar.

Como el orden de las operaciones en (1.48) es irrelevante, se sigue la siguiente notacién
(yA) =y  (Axz) = yAx. (1.51)
La aplicacién “izquierda” por el tensor a ® b se obtiene de (1.48),

y(a®b) = (y-a)b, Yy € E". (1.52)
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Definicién 1.10. El tensor transpuesto AT del tensor A se define como
ATz = zA, Ve € E". (1.53)
De la definicién anterior se puede escribir
zAy = yAlx, Ve, y € E", (1.54)

en efecto
z- (Ay)=(zA)-y=y- - (A'z)=yATz =2 (yA"), Va,yeck"

consecuentemente (A7) = A.

La transposicién representa una aplicacién lineal sobre un tensor de segundo orden, pues

(A+B)" =A" + B, (1.55)
(@A) = AT, (1.56)

ademas
(AB)T = BT AT, (1.57)

La relacién (1.57) se puede probar como sigue
(AB)Tx = x(AB) = (xA)B = B" (xA) = B" ATz, Vx cE".
Las relaciones (1.55) y (1.56) se demuestran de forma andloga.

Para el producto tensorial de dos vectores a,b € E™, se tiene de (1.16) y (1.52)
(a@b)’ =b®a. (1.58)

Esto asegura la existencia y unicidad del tensor transpuesto. En efecto, pues cada tensor A € Lin™
puede representarse con respecto al producto tensorial de los vectores bases en E™ en la forma (1.28).
Por tanto, considerando (1.58), se tiene que

AT =Af 0 f = Ay o f' = AL o fi=ALf; @ f (1.59)

AT=A'f of, =Auf'ofi =Alf'ef,=Af o f. (1.60)
Comparando este resultado con (1.28)7 las componentes del tensor transpuesto puede ser expresado como

j g J : i )
(AT).. = Aji, (AT) = A”, (AT)l = Aj, (AT) =Al (1.61)
13 i -j

La operacién de transposiciéon permite establecer la siguiente definicion.

Definicion 1.11. Sea A € Lin™, entonces se dice que A es simétrico si
AT = A, (1.62)

Otro tipo de tensor de vital importancia en la Mecdnica de Medios Continuos son los llamados tensores
definidos positivos.

Definicion 1.12. Sea A € Lin"™, entonces se dice que A se dice definido positivo si

aAa >0, Va€cE", a#0. (1.63)
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Definicion 1.13. Sea y = Ax entonces, el tensor de sequndo orden A € Lin™ se dice invertible, si
existe un tensor A~ € Lin™ que satisface la condicidn

x=Aly, Ve € E". (1.64)

El tensor A™! se denomina inverso de A. El conjunto de todos los tensores invertibles Inv™ = {A €
Lin™ : JA™'} es subconjunto de Lin™. De (1.1) y (1.64)

x=A'y=A"(Az) = (A ' A)z, vz € E",
por tanto
A'A=1T (1.65)
Viceversa, el tensor A es el inverso de A™! y consecuentemente
AA =T (1.66)

Para la demostracién considere los vectores bases f, y Af,. Sea y = y*Af, un vector arbitrario en E".
Entonces como, & = A"y = y'f,;. Luego, Ax = y*Af, =y, lo que implica que el tensor A es el inverso
de A7L.

Por medio de (1.57), (1.66) y de la igualdad I” = T se tiene que
A HT = t=aT, (1.67)
Ahora, aplicando A™! y después B™! a la igualdad y = ABuw, se obtiene haciendo uso de (1.65)
(AB)"'=B'A™!. (1.68)
Sobre la base de la transposicién y la inversién de tensores, se define el tensor ortogonal.

Definicion 1.14. Un tensor A € Lin™ se dice ortogonal si,
A=AT, (1.69)

Estos tipos de tensores no cambian por transposiciones e inversiones consecutivas.

1.1.6 Producto escalar de tensores de segundo orden

Considere dos tensores de segundo orden a ® b y ¢ ® d. Su producto escalar se define de la siguiente
forma:

Definicion 1.15. Sean a,b,c,d € E™. Entonces se define el producto escalar de a ® b y ¢ ® d como
(a®b):(c®d)=(a-c)(b-d). (1.70)
Para dos tensores arbitrarios A y B dados en la forma (1.28), entonces se obtiene
A:B=A;BY = AB;; = A',B] = Al B.. (1.71)

Similar a los vectores, el producto escalar de tensores es una funcion real caracterizada por las siguientes
propiedades. Para todo A, B € Lin™ y para todo o € R:

D1 A:B=B:A,

D2 A:(B+C)=A:B+A:C,
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D3 a(A:B)=(aA): B=A: (aB),

D4 A:A>0yA: A=0siysolosi A=0.
Luego se puede definir la norma de un tensor de segundo orden A € Lin™:
A =VA: A (1.72)
Proposicion 1.2. Sean A, B y C tensores de sequndo orden, entonces
A:(BC)=(B"A):C=(AC"): B. (1.73)

Demostracion. Para el producto tensorial

(a®b):[(ced)(ex f)=(d e)(axb): (ca f)]=(d-e)(a-c)(b-f), (1.74)
(coe)f(aab): (e f)=[(doc)a®b):(ex f)=(d-e)(a-c)b-f), (1.75)
(a®b)e® f)']: (c®d)=[(a@b)(fRe): (ced) = (d e)a-c)(b-f). (1.76)

Para tres tensores arbitrarios A, B y C dados en la forma (1.28), se puede escribir en virtud de (1.44),
(1.59) y (1.71)

AL(BECY) = (BFAT)CY = [(BT)EALCY, (1.77)
AL(BECY) = (ALCL) By = [AL(CTYBE. (1.78)
O

De forma similar se demuestra que
A:B=A".B". (1.79)
Con ayuda del producto escalar se puede definir la traza de un tensor de segundo orden.

Definicion 1.16. Sea A € Lin™, entonces la traza del tensor A se define como,

trA=A:1. (1.80)
De la proposicién (1.2)
tr(AB)=A: BT = A" . B, (1.81)
y de (D.1) se infiere que
tr(AB) = tr(BA). (1.82)

1.1.7 Funciones tensoriales. Calculo diferencial

Definicion 1.17. La funcion tensorial de la variable real t, A(t) : R — Lin™, es la funcidn que
corresponde a cada nimero real t un tensor A(t) € Lin™.

Definicion 1.18. La funcidn tensorial A(t) se dice continua en to si

lim [A(t) — A(t)] = 0. (1.83)

t—>t0
A(t) se dice continua cuando se tiene (1.83) para todo t real.
Definicion 1.19. La funcion tensorial A(t) se dice diferenciable si existe y es finito, el siguiente limite

dA(t) . A(t+s)— A(t)
B e — (1.84)

el cual se denomina derivada de A(t).
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Sea u(t) una funcién escalar y a(t), b(t) dos funciones vectoriales. Para funciones tensoriales diferenciables
se tienen las siguientes reglas de diferenciacion,

d du dA(t)

) SumAw) = LA +un4?, (1.85)
) Stamaw] = 2 a) + a4, (1.56)
i) L1aw B =2 B ap: B0, (1.87)
(i) Sla) @ o(0)] = 2 0 b1) + a(r) @ 0 (1.88)
@  Sawso =2 pw + apEY (1.89)

Con el objetivo de ejemplificar como demostrar las propiedades (1.85)-(1.89), se demostrard (1.89).

Demostracion. Defina dos funciones tensoriales de la siguiente forma,

M (s) = AT Sz —40 _ %, (1.90)
M(s) = w - %, (1.91)
tomando limites en (1.90) y (1.91)
iii% M, (s) =0, (1.92)
iiﬂ% My(s) =0, (1.93)
(1.94)
entonces
%[A(t)B(t)} _ iLO A(t+s)B(t +58) — A(t)B(t) (1.95)
= 213% é KA(t) ts ot SMl(S)) (B(t) ts ot SMQ(S)) — A(t)B(t)} (1.96)
~ lim Ki‘;‘ + Ml(s))B(t) L A1) (Cgf 4 M2(s)> + S(dt + Ml(s)> (Cldt + Mﬂs))]
(1.97)
dA dB
= EB(t) (t)ﬂ (1.98)
Luego, se tiene la igualdad (1.89). O

1.1.8 Divergencia de un campo tensorial

Definicion 1.20. Un sistema de coordenadas es una correspondencia uno a uno entre vectores del espacio
euclidiano E™ y un conjunto de n nidmero reales (x1,xa,...,x,). A dichos nimeros se le denominan
coordenadas de los correspondientes vectores. Por tanto,

g

ot =gal(r) & r=r2? .. 2", (1.99)

donde r € E® y 2* € R (i = 1,2,...,n). De esta forma, se asume que las funciones z* = z'(r) y

r=r(xt 2% ..., 2") son suficientemente diferenciables.
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Considere un sistema de coordenadas curvilineo arbitrario

0' =0 (r) = r=r(0",0%...,0M), (1.100)
donde r € E" y 6 € R (i = 1,2,...,n). Sean u = u(6',6%,...,0"), a = a(0*,0%,...,0") y A =
A(6Y,0%,...,0™) una funcién escalar, vectorial y tensorial, respectivamente, diferenciables de las coorde-
nadas #° € R (i = 1,2,...,n). Tales funciones son generalmente conocidas como campo escalar, campo

vectorial y campo tensorial, respectivamente. Debido a la correspondencia uno a uno (1.99) tales campos
pueden ser representados como: u = u(r), a =a(r) y A = A(r).

Definicion 1.21. Se define la divergencia de un campo tensorial A(r) de la siguiente forma

V- A= ‘l/lmo—/ AndA = A, f', (1.101)

donde A,; = 8?' La integracion se lleva a cabo sobre una superficie cerrada de drea A con volumen V 1y
vector normal unitario n.

Sea u = u(r) un campo escalar; a = a(r), b = b(r) campos vectoriales y A = A(r) un campo tensorial.
Entonces se tienen las siguientes identidades,

V- (ua)=uV-a+a-Vu,
(uA) =uV - A+ AVu,

V-
V- ATa) V-A)-a+ A:Va,
V- -(a®b)=(Va)b+aV-b

1.102

1.1.9 Derivadas de funciones escalares tensoriales
Considérese una funcién escalar tensorial
f(A): Lin™ — R. (1.106)
Definicion 1.22. La funcion (1.106) se dice diferenciable en una vecindad de A si existe un tensor
f(A), 5 € Lin™ tal que
%f(A L tX)lmo = f(A)4: X, VX € Lin, (1.107)
el tensor f(A), 4 se conoce como la derivada de la funcion (1.106).

Obsérvese que de (1.107), siendo A elemento de Lin™ y para todo o € R, se tienen las siguientes igualdades
[f(A) +9(A)], o= f(A), 5 +9(A), 4, (1.108)
[af(A)], 4 =af(A),4 (1.109)

donde f, g son funciones escalares tensoriales diferenciables en una vecindad de A. La relacién (1.108)
se demuestra como sigue:

((F+9) (A 4: X = I+ 9 (A+ X omo = TUFA+ Xz + Lo

= f(A)7A: X +g(A>7A: X = [f(A)’A +g(A)7A] . ; (1-111)

para todo X € Lin™. La demostracion de (1.109) se realiza de forma similar.

A+tX)]|s=0 = (1.110)

Definicién 1.23. Los invariantes principales de un tensor A € Lin™ son
Ip=1Y = trA, (1.112)
=19 = [(trA)2 — trA?), (1.113)

my =19 = [t AP — ftrAQtrA + 2(trA) | = detA. (1.114)
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Definicion 1.24. Sea A € Lin™ un tensor de seqgundo orden. El nimero A € C se denomina valor
propio de A si

Aa = )a, a #0. (1.115)
El vector no nulo a € C™ se denomina vector propio de A.

Se tiene el siguiente teorema, cuya demostracién se omite (el lector interesado puede referirse al libro
Istkov [26])

Teorema 1.2 (Cayley-Hamilton). Sea
niyn n—1yn— n—k\yn— k n
PAR) = (1" 4 (1A ) e (AR e T

el polinomio caracteristico de un tensor de sequndo orden A. Donde

k
k 1 7, k—i 7
1P = EZ UG eAL k=12 01 (1.116)
1) = detA. (1.117)
FEntonces,
pa(A) = (1" *1PAar =0 (1.118)
k=0

Proposicion 1.3. Sea A € Lin™. Entonces
trA”, 4 = k(A" T, (1.119)

Demostracion. Sea X € Lin™ fijo arbitrario, entonces

(A + Xm0 = dt[(AHX) Djeso (1.120)
= dt[(A+tX) Jle=o : I (1.121)
= a[(A—&—tX)(A—HX) (A X))o s T (1.122)
. S
= 4l +tZAZXA’“ 2 et T (1.123)
= ZAZ’XA’“*H 1. (1.124)

i=0
Denotando por A = X A* 171 BT = A’ C = I y usando la proposicién 1.2,
k—1

%[tr(A F X)) limo = Y _(A)T: X AR (1.125)
=0

Asumiendo ahora que A = X, B = (Ai)T7 ct = Ak y usando nuevamente la proposicion 1.2, se
tiene que
k—1

%[tr(A +1X) im0 = 3 (ANT (AR X (1.126)
i=0

=kAHT X (1.127)



16 Capitulo 1. Preliminares

Luego, como la igualdad anterior se cumple para todo X € Lin™,

(trA¥), 4 = k(A" 1T

Proposicion 1.4. Sea A € Lin™. Entonces

() a-r
(1) a =11 4",
(19).a =101 - 1P AT + (a7,

para tensores inversibles (1.131) toma la forma

(19).a=19a

Demostracion. De la proposicién (1.3) se tiene directamente que

(14) a1
Ahora,
(19) 4 = 5l(rA)? — tr4%) 4
= J[2rA(trA), 4 +r(4), 4]
= (trA)T — AT,
Luego

(I2(A)), g =1 T - AT,

Antes de pasar al cédlculo de (IS’)) , A» Dotese que

@ _ Looa3 - 342 LA
Iy = 3[trA 2trA trA + 2(trA) ]
= é[m«A?’ — trAtrA? + % ((trA)* — trA?) trA]

1 .
= g[trA‘3 - Il(i)trA2 + Ifi)trA].

Luego, utilizando los resultados anteriores se tiene que

(3) 1 3_ (), 42 72
(19) 4 = 5lra® — 1P’ + 1D0A] 4
1 1. 1
= [ra%, 4 —3 [1trA%), 4 +3 1PtrAl 4
= %[(trA)Q — trAI — (trA)AT + (AHT
=1Q1— 1) A" + (A*)T.

Si se supone que A es inversible y del teorema de Cayley-Hamilton, se tiene que

3 T 2 T 1 T T
(19) .44 =19 AT — 1) (AT)? + (A7)’

— 73
_IAI.

(1.128)
O

(1.129)
(1.130)

(1.131)

(1.132)

(1.133)

(1.134)

(1.135)
(1.136)

(1.137)

(1.138)
(1.139)

(1.140)

(1.141)
(1.142)

(1.143)

(1.144)

(1.145)

(1.146)
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Por tanto

(Iff;)) A=19aT (1.147)

De especial interés resulta conocer la derivada de la funcién compuesta f (A(t)).

Proposicion 1.5. Considérese una funcion escalar tensorial f(A) : Lin™ — R, donde A = A(t) es una
funcion tensorial diferenciable de la variable real t, entonces

df (A) , dA
S A (1.148)

Demostracion. Usando (1.90)

df (A(t) +sdd 4 sM(s))
ds

df df (A(t+s))
dt ds

lso. (1.149)

|s=0 =
Introduciendo las funciones auxiliares si(s) = s, s2(s) = s y aplicando la relacién (1.107)

a ds
of (A(t) + 31% + 81M(52))

|s=0 (1.150)

8f (A(t) + 51% + SlM(82)> ng

dSl
851 E s=0 t+ 882 E s=0 (1151)
1A Of (A() + 514 + 51:M(s1))

=fa: th + (82)} [s2=0 + D5, |s1=s2=0 (1.152)

_ . .dA Of (A1)
=hat gt 05, |s5=0- (1.153)

Luego se ha obtenido
df (A(t)) dA

dt ha: g (1.154)
O

1.2 Cinematica

En el mundo real todo objeto fisico esta compuesto de moléculas. Los estudios microscépicos son efectivos
a nivel atémico y muy importantes en la exploraciéon de una variedad de fenémenos fisicos. El punto
de vista atomistico, sin embargo, no es un acercamiento 1util y adecuado para ciertas aplicaciones. El
presente trabajo se basa en la Mecanica de Medios Continuos, la cual constituye una herramienta poderosa
y efectiva, a la hora de explicar de manera satisfactoria varios fenémenos fisicos sin el conocimiento
detallado de la microestructura interna. Por supuesto, las predicciones basadas en estudios macroscépicos
no son exactas, pero son lo suficientemente buenas como para comprender el fenémeno en estudio. La
Mecénica de Medios Continuos comprende de manera general: el estudio del movimiento y la deformacion
(cinemética), el estudio de tensién y la descripcién matemadtica de las leyes fundamentales de la fisica que
gobiernan el movimiento de un cuerpo continuo (principios de balance). El objetivo del presente capitulo,
consiste en derivar algunas de las ecuaciones esenciales dentro de los tres campos antes mencionados. Note
que los resultados que se presentardn son vélidos para toda clase de material.
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1.2.1 Configuraciones y movimiento de un cuerpo continuo

Los sistemas macroscépicos se pueden describir a través de un acercamiento continuo (acercamiento
macroscépico). Lo cual conduce a la teoria de medios continuos. Una suposicién fundamental de la
teoria de medios continuos manifiesta que un cuerpo, denotado por B, puede ser interpretado como una
distribucién de materia continua (o al menos continua por pedazos) en tiempo y espacio. El cuerpo se
asume como la composicién de un conjunto (continuo) de particulas (o particulas continuas o puntos
materiales), representado por P € B como se indica en la Fig. 1.1.

Es importante notar que la nocién de “particula” (o “particula continua’o “punto material”) se refiere
a una parte del cuerpo. Una particula continua se refiere a una acumulacién de un gran nimero de
particulas, siendo lo suficiente pequena como para ser considerada como una particula. El compor-
tamiento de una particula continua es consecuencia del comportamiento colectivo de todas las moléculas
que constituyen dicha particula. Por tanto, en un estudio macroscépico interesa la mecanica de un cuerpo
en que ambas, masa y volumen, son funciones continuas (o al menos continuas a trozos) de particulas
continuas. Tal cuerpo se denomina cuerpo continuo. Un cuerpo continuo estd determinado por can-
tidades macroscépicas.

configuracion de referencia X %
RS i configuracion actual

Figura 1.1: Configuraciéon y movimiento de un cuerpo continuo.

1.2.1.1 Configuracién

Considérese un cuerpo continuo B con particula P € B en R? en un momento dado ¢, como se indica en
la Fig. 1.1. A medida que el cuerpo B se mueve en el espacio desde un instante de tiempo a otro, ocupa
una secuencia continua de regiones geométricas denotadas por ko, ..., K.

Definicion 1.25. Las regiones ocupadas por el cuerpo B en un momento de tiempo t se demominan
configuraciones de B en el momento t.

El cuerpo continuo B puede tener infinitas configuraciones en el espacio. Las regiones geométricas estan
determinadas de forma tnica en cada instante de tiempo.

Definicion 1.26. La region kg, representa la configuracion de referencia, inicial o sin defor-
macion del cuerpo B.

Ahora, el punto xg posee la posicién de una particula P € B en el momento ¢ = 0, y entonces P puede ser
identificado por el vector de posicién (o posicién de referencia) xq del punto zg relativo al origen
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fijo O. Si se supone que la region del espacio k¢ se mueve a una nueva regién k., la cual es ocupada por
el cuerpo continuo B en el instante ¢ > 0; se tiene la siguiente definicién.

Definicion 1.27. La configuracion de B en el instante t se denomina configuracion actual (o defor-
mada).

Se relaciona un punto xy de la configuracién de referencia con un punto x de la configuraciéon actual,
ocupado por una particula P € B en los instantes ¢t = 0y ¢t > 0, respectivamente y el vector de posicién
(o posicién actual) x sirve de etiqueta para el punto asociado x respecto al origen fijo O.

Definicion 1.28. Se llama a xg, punto xy asociado a la particula P € B en el instante t =0 y a =z,
punto x asociado a la particula P € B en el instante t > 0.

Las componentes de los vectores &y = T,0€;0 y = xje; se consideran que poseen la misma direcciéon de
los ejes introducidos. Denotamos por x;0,7 = 1,2,3 a las coordenadas materiales (o de referencia)
del punto zo y por z;,j = 1,2,3 a las coordenadas espaciales (o actuales) del punto z. Se ha
asumido que los origenes de los vectores bases {e;o} y {e;} coinciden y ademds que las configuraciones de
referencia y actual poseen el mismo sistema de coordenadas. Dando lugar a que las bases {e;o} v {e;},
sean idénticas. De lo anterior, en lo que sigue solo se usara la base {e;}.

1.2.1.2 Movimiento

Se asume que la aplicacién &y = n9(P,t), es una correspondencia uno a uno entre un punto material
P € By el punto &y € ko que ocupa B en el instante t = 0 (ver Fig. 1.1). Ademds, sea la aplicacién
7 actuando sobre B y que genera la regién k; en el instante ¢. El lugar @ = n(P,t) que la particula P
ocupa en el instante ¢, se describe de la siguiente forma:

x = nlny (o, )] = Xx(@o, 1), Vg € Ko y V. (1.155)

Definicion 1.29. En (1.155), x representa un campo vectorial que determina el lugar x de xq, para
todo t fijo, y se denomina movimiento del cuerpo B.

El movimiento y transforma los puntos &g € k¢ en puntos x de la configuracién actual. Se asume,
ademds, que y posee derivadas continuas respecto al tiempo y al espacio. La ecuacién (1.155), determina
las posiciones sucesivas & de una particula P en el espacio, todas estas posiciones forman una curva en
el espacio euclidiano, la cual se denomina trayectoria de la particula P.

El movimiento x se asume que es invertible. Luego se tiene la siguiente definicién.

Definicion 1.30. La posicion de un punto xg, el cual es asociado con el lugar x en el momento t, se
especifica univocamente como,

xo = X (z,t), (1.156)

1

con el movimiento inverso denotado por x™, es decir, la inversa de la aplicacion x.

Para un tiempo dado ¢, el movimiento inverso (1.156) lleva puntos de «; a la configuracién de referencia
ko. Un movimiento y de un cuerpo, generalmente cambia la forma, la posicién y la orientacién del mismo.

Definicion 1.31. Un cuerpo continuo que es capaz de cambiar su forma se denomina deformable.

Definicion 1.32. La deformacién x (o deformacién inversa x~') de un cuerpo, se entiende como
el movimiento (o movimiento inverso) del cuerpo que es independiente del tiempo.

También, se asume que x ' posee derivadas continuas respecto al tiempo y al espacio, luego x es un difeo-
morfismo. La descripcién material (o de referencia) es una caracterizacién del movimiento (o cualquier
otra cantidad), con respecto a las coordenadas materiales de ¢y y al momento de tiempo ¢, dado por
(1.155). En la descripcién material se presta atencién a una particula, y se observa la evolucién de dicha
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particula en su movimiento. Tradicionalmente la descripcién material se conoce como descripcién La-
grangiana (o forma lagrangiana). La llamada descripcién Euleriana (o espacial), es una caracterizacién
del movimiento (o cualquier otra cantidad), con respecto a las coordenadas espaciales de x y al instante
de tiempo ¢, dada por (1.156). En la descripcién espacial se presta atencién a un punto del espacio, y
se observa la evolucién del punto segun varia el tiempo ¢. En mecénica de sélidos se usan ambos tipos
de descripciones. Debido al hecho que el comportamiento constitutivo de sélidos es a menudo dado en
términos de coordenadas materiales, a menudo se prefiere la descripciéon Lagrangiana.

1.2.2 Campo de desplazamiento, de velocidad y de aceleracién
1.2.2.1 Campo de desplazamiento

Definicion 1.33. El campo vectorial
do(lﬁo,t) = w(w()?t) — Lo, (1157)
representa el campo de desplazamiento de una particula.

Dicho campo relaciona la posicion xq en la configuracién sin deformar con la posicién x en la configuracién
deformada. La relacién (1.157) se mantiene vdlida para todas las particulas. El campo de desplazamiento
dy, es una funcién de la posicién de referencia xq y el tiempo t, la cual caracteriza la descripciéon material
(forma Lagrangiana) del campo de desplazamiento.

Definicion 1.34. El campo de desplazamiento en la descripcidn espacial (forma Euleriana), denotada
por d, es una funcion de la posicion actual x y el tiempo t y se define por,

d(z,t) = x — xo(x,1). (1.158)

La representacién (1.158) especifica la posicién actual & de una particula en el momento ¢, la cual resulta
de su posicién de referencia &y més su desplazamiento d(x,t) desde esta posicién. Por otro lado, (1.157)
expresa el desplazamiento de una particula en el momento ¢ en términos de su posicién de referencia x.

Las dos descripciones estan relacionadas en términos del movimiento & = x(xo,t), de la siguiente forma
do(ﬂ?o,t) = dO (Xﬁl(mﬂt)vt) :d(x7t) (1159)

Note que dy y d tienen los mismos valores y representan funciones de diferentes argumentos. Producto de
que la configuracién inicial coincide con la configuracién de referencia, no hay desplazamientos en dicha
configuracién. Ademds, para una traslacién de cuerpo rigido cualquier particula se mueve una misma
distancia, con misma magnitud y misma direccién en el instante ¢, luego para este caso el campo de
desplazamiento es independiente de xy.

1.2.2.2 Campo de velocidad y de aceleracién

En la mecénica de sélidos el movimiento y la deformacion de un cuerpo continuo son, en general, descritos
en términos del campo de desplazamiento. Sin embargo, en la mecénica de fluidos, los campos principales
que describen las propiedades cinematicas fundamentales son el campo de velocidad y el campo de
aceleracion.

Definicién 1.35. Aplicando primera y sequnda derivada respecto a t al movimiento x manteniendo xg
fijo, se obtiene

vl ) = X201 (1.160)
0 bt 02 St
ao(xo,t) = ”05;0 ) _ Xa(:;() ), (1.161)

donde vo(xo,t) y ao(xo,t) denotan la descripcién material del campo de velocidad y de acele-
racion, respectivamente.
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Las relaciones (1.160) y (1.161), representan dos funciones de las coordenadas materiales (19, 20, Z30)
y del tiempo ¢ y describen la razén de cambio de la posicién y la velocidad de una particula xy en el
momento ¢.

Ahora, se hace necesario definir estos dos campos en la descripcién espacial. Con tal objetivo se toma la
inversa del movimiento x.

Definicion 1.36. Los campos v(x,t) y a(x,t) denotan la descripcién espacial del campo de ve-
locidad y de aceleracidn, respectivamente y se definen a partir de (1.160) y (1.161) de la siguiente
forma

= v(z, 1), (1.162)
ao(xo,t) = ap (x (1), t) = a(x, ). (1.163)

1.2.3 Derivadas materiales y espaciales

Se introduce la terminologia de campo material en el cual las variables independientes son (xg,t), es
decir, la posicién de referencia g con coordenadas materiales x;9, i = 1,2,3 y el tiempo t. Por otro
lado, en un campo espacial las variables independientes son (x,t), es decir, la posicién actual & con
coordenadas espaciales z;, j = 1,2,3 y el tiempo t.

En lo que sigue se denota por fy = fo(xo,t) v f = f(=x,t), a un campo material suave y un campo
espacial suave, respectivamente de alguna cantidad escalar, vectorial o tensorial asociados al movimiento

X-
1.2.3.1 Derivada material de un campo material

Definicion 1.37. Se denota por D fo(xg,t)/Dt o por fo(wo,t) a la derivada material de un campo
material suave fo(xo,t). Esta es la derivada de fo respecto a t (manteniendo xy fijo), es decir,

Folmo,t) = Dfo}()mtmt) _ <3f0gl;07t)> ’ (1.164)
Lo

donde el subindice xq, indica la variable que se queda fija.
En virtud de (1.155), (1.157), (1.160) y (1.161), se obtiene que

o 8dO (CE(), t)

vo(xo, 1) = — 5= = do, (1.165)
ao(xo, t) = W = o, (1.166)

y por tanto
ag = v = dy. (1.167)

Debido a la terminologia definida al comienzo de la presente seccién, vo(xo,t) y ao(xo,t) denotan el
campo material de velocidad y el campo material de aceleracién, respectivamente.

Definicion 1.38. El gradiente material de un campo material suave fo(xo,t), se denota por Vg, fo(xo,t)
y se obtiene derivando fy respecto a la posicion de referencia xgy, en el momento fijo t, es decir,

Va, fo(@o,t) = %js’ﬂ- (1.168)
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1.2.3.2 Derivada espacial de un campo espacial

Definicion 1.39. La derivada espacial de un campo espacial suave f(x,t) es la derivada de f respecto
al tiempo t manteniendo la posicion actual x fija. Esta se denota simplemente por

of (x,t)
) 1.169
5 (1.169)
Definicion 1.40. El gradiente espacial de f, denotado por Vg f(x,t), se obtiene derivando f respecto
a la posicion actual x, en el momento fijo t, es decir,
Of (z,1t)

Vaf(z,t) = o (1.170)

1.2.3.3 Derivada material de un campo espacial

Definicion 1.41. La derivada material de un campo espacial suave f(x,t), la cual se denota por
Df(x,t)/Dt o f(x,t), es la derivada de f respecto al tiempo t manteniendo xo fijo.

Con el objetivo de evaluar f, primero se describe a f respecto a la descripcion material, después se toma
derivada material y finalmente se vuelve a través del movimiento x a la descripcion espacial, es decir,

; _ Df(z,t) _ (9f(x(z0,t),?)
flat) = —F— = < ot >l‘o—x1(:c,t)'

Sea ¢ un campo espacial suave, el cual asigna un escalar ¢(x,t) a cada punto x en el instante ¢. Usando
la regla de la cadena y (1.171)

(1.171)

d(x, 1) = (‘W> + (%(g”’t)) : (aX(QBO’t)) , (1.172)
ot x Ox . ot Tomx—1(X1)
teniendo en cuenta (1.160) y (1.162),
. D t 0 t
o(x,t) = qb](;t’ ) _ ¢g§’ )+Vm¢(w7t)-v(:r:,t), (1.173)
o en la forma equivalente
,_Do_00, 00
o= D5 = ot an (1.174)

Observe que el primer término de la parte derecha de (1.173) denota la derivada espacial del campo
escalar espacial ¢.

Definicion 1.42. El sequndo término de (1.173) se denomina razén de cambio convectiva de ¢, y
describe el cambio de posicion de una particula.

Por analogia, la derivada material de un campo espacial suave v(x,t), estd dada por

b(xz, 1) = Dvlgf’t) - avg’i’t) + Vao(a, vz, t), (1.175)

es decir,

. D'UZ' 81)1- (%Z-
v; = = A V55
Dt Ot  Ox;

(1.176)

donde v = w(x,t) y su derivada material ©(x,t), pueden ser vistos, como la descripcién espacial del
campo de velocidad y de aceleracién, o mas breve, el campo de velocidad espacial y el campo de
aceleracion espacial, respectivamente.
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Las relaciones (1.175) y (1.176) pueden ser reescritas de la siguiente forma,

a= 86—: + (Vzv)v, (1.177)
avi 8’[)1'
a; = E + %jv‘]’ (1178)

respectivamente.

Definicion 1.43. Al primer término de la parte derecha de (1.177) se le conoce como aceleracion
local y al segundo campo de aceleracion convectivo.

Las relaciones (1.177) y (1.178) resultan ttiles, dado que el campo de aceleracién espacial a(x,t) puede
ser determinado a partir de v(,t) sin necesidad de conocer explicitamente el movimiento.

En virtud de (1.160) y (1.162), el campo de velocidad espacial v(x,t) puede ser expresado como la
derivada material del movimiento & = x(xo,t), es decir,

ox
=¢=—, 1.179
v=i= ( )
y de (1.157), se deduce que v = d. El campo de aceleracién espacial por analogia con (1.167) es,
a—1v=d. (1.180)

1.2.4 Gradiente de deformacion

En Mecanica, es importante estudiar la deformacién (los cambios de tamafio y forma) de un cuerpo
continuo cuando se mueve de la configuracién de referencia k¢ a cierta configuracién actual k;. Como
se sabe un punto g € kg identificado por el vector de posicién xg se corresponde con un punto x € Ky
con vector de posicién x. Ahora, se quiere conocer como en este movimiento las curvas y los vectores
tangentes se deforman.

Considere una curva material (o sin deformar) o = I'({) C kg, donde £ es un pardmetro (véase
Fig. 1.2). La curva material estd asociada a la configuracién de referencia k¢ del cuerpo continuo. Por
tanto, la curva material no es funcién del tiempo. Durante cierto movimiento y la curva material se
deforma en una curva espacial (o deformada), x = (£, t) C &, en el instante ¢.

s
de = —(§.1)dE
[0

Ve,

Figura 1.2: Deformacién de una curva material I' C k¢ en una curva espacial v C k.
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Definicion 1.44. La curva espacial en el instante de tiempo t fijo, es entonces definida por la ecuacion
paramétrica,

@ = (€ 1) = X(T(E), ). (1.181)

Definicion 1.45. Se denota al vector espacial tangente a la curva espacial por dx y al vector
material tangente a la curva material por dxg y se definen por

_ 9
or

En la literatura los vectores tangentes da y dag, se conocen como el elemento de linea espacial (o
deformado) y el elemento de linea material (o sin deformar), respectivamente.

Usando la ecuacién (1.181) y la regla de la cadena se tiene que

(&) _ Ox(mo,t) OT(E)

TR (1.184)
Definicion 1.46. El tensor de sequndo orden F definido por la relacion
F(zo,t) = %{;;w = Vg, x(xo, 1), (1.185)
se denomina gradiente de deformacion.
Luego haciendo uso de las ecuaciones (1.182) y (1.183), se deduce la relacién
dx = F(xo, t)dxo. (1.186)

La cantidad F es crucial en la mecanica no lineal de medios continuos y es una medida de la deformacion.
La expresion (1.186) define una transformacién lineal la cual genera un vector d& por la accién del tensor
de segundo orden F sobre el vector daxg, es decir, vectores tangentes materiales se transforman en vectores
tangentes espaciales a través del gradiente de deformacién.

1

Se asume que la derivada del movimiento inverso y~ " respecto a la posicién actual & de un punto

material existe, de modo que

ox (=, 1)

F Yz, t)=
(m7 ) aw

= Va,zo(z, 1), (1.187)
donde el tensor F~! es el inverso del gradiente de deformacién y transforma el elemento de linea espacial
dx en el elemento de linea material dxg, de acuerdo a la transformacién lineal,

day = F~ !z, t)d. (1.188)

Definicion 1.47. Generalmente el tensor invertible F' depende de xq, el cual define una deformacion
no homogénea. Por otro lado, la deformacion de un cuerpo se dice homogénea si F no depende del
espacio de coordenadas.

Sean los elementos infinitesimales de volumen dV y dVj del cuerpo B en las configuraciones de referencia
y actual, respectivamente. El cambio de volumen entre dV y dVj, viene dado por

AV = J(zo, t)dVp, (1.189)

donde J(xg,t) = detF es conocido como la razén de volumen (o determinante jacobiano). En
(1.189) dV y dVj se denominan elemento de volumen espacial (o deformado) y elemento de
volumen material (o sin deformar), respectivamente. Como F es invertible, entonces J(xg,t) # 0.
Debido a que los elementos de volumen no pueden tener volimenes negativos, se tiene que J(xq,t) > 0,
para todo xg € kg y para todo t.
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Definicion 1.48. A partir del gradiente de deformacion F', se pueden definir otros dos tensores,
C=F"F, (1.190)
B=FFT, (1.191)

denominados tensor derecho de Cauchy-Green y tensor izquierdo de Cauchy-Green, respecti-
vamente.

Un teorema de suma importancia en la Mecanica de Medios Continuos, es el teorema de descomposicién
polar,

Teorema 1.3 (de descomposicién polar). Todo tensor invertible A puede ser descompuesto de forma
unica, de dos maneras

A=RU=VR, (1.192)
donde R es un tensor ortogonal y U, V' son definidos positivos y simétricos.

Demostracion. Para demostrar el teorema se hace uso del siguiente lema, el cual se da sin demostracién
(el lector interesado puede referirse a Bertram [40]),

Lema 1.1. Sea A € Lin™, entonces A es invertible si y solo si C=A47A (B = AAT) es definido
positivo. Ademds la raiz cuadrada U de C (V' de B) es simétrica, definida positiva y inica.

Ademds, se define el tensor R = AU ™!, luego
RR" = AU'U TAT = AU 247, (1.193)
pero U es la raiz cuadrada de C’, por tanto
RRT = AC AT = AA'ATAT = 1, (1.194)
luego R es ortogonal. Para demostrar la unicidad, sea
A=RU; = RyUy, (1.195)

donde los tensores R; (i = 1,2) son ortogonales y U; (i = 1,2) son simétricos y definidos positivos.
Entonces

AT =UTR] =UJR} =U,R;' =U,R; ", (1.196)
por tanto
U,R'R\U, =C =U>R;'R,U, (1.197)
U; =C =Us3, (1.198)
haciendo uso del Lema 1.1
U, =U,, (1.199)
y por tanto
R = R,. (1.200)
Ahora, se define
R=v7'A, (1.201)

de forma andloga se demuestra que R es un tensor ortogonal. Ademés
A=RU=VR=RR VR, (1.202)

~ ~T A
pero como R es un tensor ortogonal y de la unicidad de la solucién, R V R es un tensor simétrico y
definido positivo. O
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1.2.4.1 Gradiente de velocidad material y espacial

Definicion 1.49. La derivada respecto a la posicion actual & de un campo de velocidad espacial v(x,t)
se define por

ov(zx,t)

= Vzv(x,t). (1.203)
El campo espacial L es conocido como el gradiente de velocidad espacial.

Tomando derivada material del gradiente de deformacion F,

. o g 8x(x0,t) o i 8x(:n0,t) N avo(wo,t) N
F(x,t) = 5 (amo ) = 9 ( 5t = oz, = Va,vo(xo,1), (1.204)

luego se da la siguiente definicién.

Definicién 1.50. La razén de cambio del gradiente de deformacion F

F(%o, t) = V;I;O’Uo(wo, t), (1.205)
se conoce como gradiente de velocidad material.

Proposicion 1.6. El gradiente de velocidad espacial L puede ser expresado en términos del gradiente
de velocidad material, es decir,

L(z,t)= FF! (1.206)
Demostracion. En efecto,

_ Ov(=,t)  Ox(®mo,t) dzg _ O (Ox(®o,1)
Lt ==, = "ozy 0z 9\ 0my

) Fl=FF! (1.207)

1.3 Concepto de tensién

En el capitulo anterior, algunos aspectos cinematicos del movimiento y la deformacion de un cuerpo con-
tinuo fueron discutidos. El movimiento y la deformacién dan origen a interacciones entre el material y el
material fronterizo en la parte interior del cuerpo. Una consecuencia de estas interacciones es la tension;
fuerza por unidad de area. La nocién de tensién, que es responsable de la deformacién de materiales, es
crucial en la Mecédnica de Medios Continuos.

Debido a que la configuracién actual de muchos problemas, especialmente aquellos que involucran sélidos,
es no conocida, no es conveniente trabajar con tensores de tension expresados en términos de coordenadas
espaciales. Para algunos casos, se hace mas conveniente trabajar con tensores de tension referidos a la
configuracion de referencia o alguna configuracién intermedia.

1.3.1 Vectores de traccion y tensores de tension

Sea B un cuerpo continuo deformable, ocupando una regién arbitraria x; del espacio fisico con frontera
Okt en el momento ¢, como se muestra en la Fig. 1.3.

Definicion 1.51. Las fuerzas arbitrarias que actian sobre partes o sobre toda la frontera de la superficie
se denominan fuerzas externas (dichas fuerzas actian a distancia), y aquellas que actian sobre una
superficie (ficticia) dentro del interior del cuerpo distribuidas de cierta forma se denominan fuerzas
internas.
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Configuraciéon de C(:nﬁlgumcmn
referencia actual
!
\ ; \ n
—— \/
A~ \ y
S - -

-\

DKy

Figura 1.3: Vectores de traccion actuando sobre un elemento superficie infinitesimal con normal unitaria
exterior.

Tomando una superficie plana que pasa por un punto dado € ;. Como se ilustra en la Fig. 1.3, la su-
perficie plana separa al cuerpo en dos porciones. El elemento de superficie espacial infinitesimal ds € Ok,
yacera en el origen del vector unitario n en . Como se considera la interaccién de las dos porciones, las
fuerzas internas y externas son transmitidas a lo largo de la superficie plana. Las cantidades x, ds y n
estan asociadas con la configuracién actual del cuerpo y xq, dsg y ng estan referidas a la configuracién
de referencia.

Si se denota por df a la fuerza resultante (actual) actuando sobre el elemento de superficie, de acuerdo
a la Fig. 1.3, para cualquier elemento de superficie, se tiene que

df = tds = todSO. (1208)

Definicion 1.52. El vector t = t(x,t,n) representa el vector de traccién de Cauchy (fuerza por
unidad de drea de superficie en la configuracion actual) ejercido sobre ds con vector normal unitario
exterior n.

Definicion 1.53. FEl vector tg = to(xo,t,ng) representa el primer vector de traccidon de Piola-
Kirchoff (fuerza por unidad de drea de superficie en la configuracion de referencia) ejercido sobre dsg
con normal unitaria exterior ng a la frontera de la superficie Okg, y apunta hacia la misma direccion del
vector de traccion de Cauchy.

Los vectores t y ty que actuan a través de los elementos de superficie ds y dsp con vectores normales n
y my respectivamente, son conocidos en la literatura como fuerzas de contacto, vectores de tensién
o simplemente cargas.

Teorema 1.4 (de tensién de Cauchy). El vector de tensidn en un punto de un cuerpo depende linealmente
del vector normal a la superficie del cuerpo, es decir

t(xz,t,n) =o(z,t)n, (1.209)
tO(mOat7n0) = P(ﬂ?o,t)’n,o, (1210)

donde o denota el tensor de tension de Cauchy, mientras que P se le conoce como primer tensor
de tension de Piola-Kirchoff.

Demostracion. Para demostrar el teorema se toma un tetraedro donde los vectores de traccion asociados
a las caras que se encuentran en los planos coordenados se escriben como

te; = 015€1 + 035e2 + 035€3, (1.211)
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donde j = 1,2,3 y te, = t(x,t,e;). Teniendo en cuenta que en una posicién de equilibrio las fuerzas
actuando sobre el tetraedro deben sumar cero

3
tnAS+ Y t_e AS;+bAV =0, (1.212)
j=1
donde tn, = t(z,t,n), AS; = (n-e;)AS es la proyeccién de la superficie que no se encuentra contenida

en los planos coordenados AS sobre el plano ortogonal en la direccién j = 1,2,3 y AV es el volumen del
tetraedro.

e qe . o AV
Dividiendo (1.212) por AS y teniendo en cuenta que lim $% =0,

3
> te,(n-ej). (1.213)
j=1

Pero la (tercera) ley de Newton de accién y reaccién indica que
t_n =—tn, (1.214)

luego de (1.214), (1.16) y (1.211)

tn = Ztej (n-e;) (1.215)
- Z oijei(n - e;) (1.216)

3
= Z i(e;®ej)n (1.217)

Por tanto la relacién lineal entre ty, y n se define por el tensor de segundo orden
o =0;€e; & e,;. (1.218)
La deduccién de (1.210) se puede obtener de forma andloga. O

La relacién (1.209), es uno de los axiomas més importantes de la Mecénica de Medios Continuos.

Proposicion 1.7. El tensor de tension de Cauchy o y el primer tensor de tension de Piola-Kirchoff P
estdn relacionados a través de la siguiente formula

P=JjoF 7. (1.219)
Demostracion. De (1.208) se obtiene haciendo uso de (1.209) y (1.210) que

t(x,t,n)ds = to(xo, t, no)dso, (1.220)
o(x,t)nds = P(xg, t)nodsy. (1.221)

Por medio de (1.189) se tiene la siguiente relacién
dV =dsn -dx = Jdsgng - dxg, (1.222)
haciendo uso de (1.186) la ecuacién (1.222) toma la forma,

(FTdSTL — JdSO’no) . d.’l)o = O, (1223)
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como la ecuacién (1.223) se cumple para cualquier elemento de linea dag, se tiene que
dsn = JF Tdsyny. (1.224)
La férmula anterior se conoce como férmula de Nanson. Luego utilizando (1.224) se obtiene que
P=JjoF 7T, (1.225)

O

Luego una vez obtenido el tensor de tensién de Cauchy, a través de (1.219) se puede calcular inmediata-
mente el tensor de Piola-Kirchoff. La expresién explicita de o resulta de (1.219), es decir,

o=J'PFT, (1.226)
la cual implica que
PF' = FPT. (1.227)

Consecuentemente, el tensor de segundo orden P es, en general, no simétrico.

1.4 Ecuaciones de balance

La Mecénica de Medios Continuos se basa en una serie de postulados o principios generales que se
suponen siempre validos, independientemente del tipo de material y del rango de desplazamientos o de
deformaciones. Algunos de ellos son la conservaciéon de la masa, la conservacion del momento lineal, entre
otros. Tales principios son validos en todas las ramas de la Mecanica de Medios Continuos.

1.4.1 Conservacién de la masa

Todo cuerpo continuo B posee masa.

Definicion 1.54. La masa del cuerpo continuo B, denotada por m, es una propiedad fisica comiunmente
definida como una medida (un nidmero positivo) de la cantidad de material contenido en un cuerpo B, la
cual es invariante durante un movimiento.

A fin de realizar un estudio macroscépico, se asume que la masa estd continuamente (o al menos por peda-
zos) distribuida sobre una regién arbitraria x; (del espacio fisico) con superficie limite Ok, en el instante ¢.

En la fisica no relativista, la masa no puede crearse o destruirse. Lo cual implica que durante los sucesivos
cambios de estados de deformacién, la masa m de un cuerpo B, se conserva. Luego, si una particula tiene
cierta masa en la configuracién de referencia debe mantenerse igual durante un movimiento.

Definicion 1.55. Se define un sistema cerrado como un sistema que consiste de una cantidad fija de
masa en una region k; con frontera Oky que depende del tiempo t.

Entonces, considerando un sistema cerrado
m(ko) = m(ke) >0 Vi, (1.228)

La relaciéon anterior es una aserciéon de una ley mecdnica fundamental conocida en la literatura como
conservacién de masa. Notése que la masa m es independiente del movimiento y de la regiéon ocupada
por el cuerpo. Por tanto, la derivada material de la masa da como resultado,

Dm(ko)  Dm(ky)
Dt Dt

=0. (1.229)
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La forma diferencial relativa a la expresién (1.228) se escribe como
dm(zo) = dm(x,t) > 0, (1.230)
con el elemento de masa infinitesimal dm.

La masa de ko y k¢ se caracterizan por campos escalares continuos (o al menos continuos a pedazos), es
decir, po = po(xo) > 0y p = p(x,t) > 0, respectivamente.

Definicion 1.56. La propiedad py se conoce como densidad de masa de referencia o solamente den-
sidad y a p como densidad de masa espacial, durante un movimiento x = x(xo,t). Las densidades
de masa py y p en los puntos Ty y x se definen, respectivamente por

. Am(kg)
) 1 Am(ro) 1.231
po(x0) AV, (lfg)l)ao AVy(ko)’ | |
pla,t) = Am(r:) (1.232)

1i
AV(lnlfl)HO AV(K/t) ’

donde Am denota una funcion continua de masa incremental de un elemento de volumen incremental en
las configuraciones de referencia y actual, los cuales se han denotado por AVy y AV, respectivamente.

Note que pg no depende de t e intrinsecamente esta asociada con la configuracién de referencia del cuerpo.
Por tanto, pg solo depende de la posiciéon x( escogida en la configuraciéon de referencia k.

Ademas, en la forma diferencial (1.231) y (1.232), toman la siguiente forma

dm(zo) = po(z0)dV, (1.233)
dm(z,t) = p(x,t)dV. (1.234)

Sustituyendo (1.233) y (1.234) en (1.230) se obtiene que
po(mo)dVO = p(a:,t)dV > 0, (1235)
lo cual significa que el volumen crece cuando decrece la densidad. Integrando las expresiones (1.233) y

(1.234) sobre la regién entera, se encuentra la masa total m de esa regién. Por lo tanto, una expresién
alternativa para (1.235), es

mz/ po(@o)dVy :/ p(@,)dV > 0, (1.236)
Ko Kt
para todo tiempo t e implica,
. Dm D
=i = Di /"it p(x,t)dV =0, (1.237)

por tanto, para que la masa se conserve es necesario que la derivada material de m sea cero para todas las
regiones k; de un cuerpo que cambia en el tiempo (la masa no varia durante el movimiento del cuerpo).

Definicion 1.57. Una ecuacion que se mantiene vdlida en todos los puntos de un cuerpo continuo y
para todo t, se denomina forma local o forma diferencial de dicha ecuacion. Una ecuacion en la cual
las cantidades fisicas sobre cierta region del espacio son integradas se denomina forma global o forma
integral de la ecuacion.

Luego (1.235) es la forma local de la ley de conservacién de la masa, mientras que (1.236) es la forma
global.



1.4. Ecuaciones de balance 31

Ahora se quiere hallar una relacién entre po(xo) € ko y p(x,t) € k. Sustituyendo (1.189) en (1.236)
se obtiene que

/ﬁ 0 <po<wo) - p(x(mo,t),w) avy = 0. (1.238)

Asumiendo que Vj es un volumen arbitrario de la regién kg, se concluye que
po(xo) = p(x(xo,1t),t)J, Vo € Ko. (1.239)

Definicion 1.58. La férmula (1.239) se denomina ecuacion de balance de masa en la descripcion
Lagrangiana.

Ademsds, como pg es independiente del tiempo, se tiene una forma simplificada de (1.239)
/_/%
p(x(zo,t),t)J = 0. (1.240)

Proposicion 1.8. La razén de cambio de J es

J=JVg-v. (1.241)

Demostracion. Haciendo uso de la regla de la cadena y de las relaciones (1.73), (1.147), (1.206)
J=Jp:F=JF T . LF=JF "F":L=JI:L=Jtx(Vgv) = JVg - v. (1.242)
O

Entonces, (1.240) toma la forma

—_—N—
p(x(xo,t),t)J = J (p+ pVg -v) =0. (1.243)

donde la derivada material del campo espacial p estd dada por

- % - % + (Vap) - v. (1.244)
Pero J > 0, entonces
p+pVe -v=0, (1.245)
es decir
@) L - (ol (1)) = 0. (1.246)

ot

Definicion 1.59. La ecuacidn (1.246) es la ecuacién de balance de masa en la descripcion Euleriana.

Si la densidad de un cuerpo continuo es constante, de la relacién (1.245) se deduce que p = 0, esta es
una restriccién cinemética que caracteriza a un movimiento que conserva el volumen (isocérico), es decir,
v;[; v =0.

Definicion 1.60. Un cuerpo se denomina incomprestible si se cumple que

Vg -v=0. (1.247)
También se puede tomar la condicién equivalente J = 1. Por otro lado
Definicion 1.61. Si no se cumple la relacion (1.247) se dice que el material es compresible.

La compresibilidad es una propiedad de la materia a la cual se debe que todos los cuerpos disminu-
yan de volumen al someterlos a una presién o compresion determinada manteniendo constantes otros
parametros.
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1.4.2 Conservacién del momento lineal

Sea B un cuerpo continuo ocupando cierta regiéon k; en el instante ¢, con superficie limite Ok;. Se
considera un sistema cerrado con un movimiento dado @ = x(xo,t), densidad de masa p = p(x,t) y
campo de velocidad espacial v = v(x, t).

Definicion 1.62. Se define el momento lineal total | por la funcion vectorial

1(t) = / o, o(@, )V = / po(@o)v0 (0, £)AV. (1.248)

La ecuacién de momento (1.248) se ha formulado con respecto a la configuracién actual y de referencia con
cantidades asociadas p, v, dV vy pg, vg, dVj, respectivamente. Tomando derivada material en la expresion
(1.248), se obtiene una propiedad fundamental para un cuerpo continuo, conocida como ecuacién de
balance de momento lineal,

: D D
l(t) = — vdV = — vodVy = F(t 1.249
0=y [ vav =g, [ oot = Fio) (1.249)
donde F'(t) representa una funcién vectorial que caracteriza la fuerza resultante. En el caso que F
sea cero, el momento lineal se dice que es conservativo. El principio de balance de momento lineal es
una generalizacion de la primera ley de Newton del movimiento en el contexto de la Mecanica de Medios
Continuos.

A continuacién se define la estructura de las fuerzas actuando sobre un cuerpo de continuo. Sea Ok la
frontera de una regién arbitraria x, que se encuentra sujeta al vector de traccién de Cauchy t = t(x, ¢, n).
El vector unitario n representa la normal exterior a un elemento de superficie infinitesimal ds de Ok;.

Definicion 1.63. El campo vectorial espacial b = b(x,t) se denomina fuerza del cuerpo, el cual se
define por unidad de volumen actual en la region Ky actuando sobre una particula, (véase Fig. 1.4).

Por tanto la fuerza resultante F'(¢) en la configuracién actual tiene la siguiente forma aditiva

n

Figura 1.4: Estructuras de las fuerzas actuando en la configuracién actual.

F(t) = / tds + / bdV. (1.250)
Okt Kt

Consecuentemente, la forma global (1.249) de la ecuacién de balance de momento lineal toma la forma,

D
— pvdV:/ tds+/ bdV. (1.251)
Dt Kt Okt Kt

Con el objetivo de expresar la ecuacién de balance de momento lineal en términos de las coordenadas
materiales se introduce la siguiente definicién.
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Definicion 1.64. El campo wvectorial material by = bo(xg,t) se denomina fuerza del cuerpo de
referencia. La cual actia en la region k; y estd, en contraste con la fuerza del cuerpo b, referida a la
posicion de referencia xog y mide la fuerza por unidad de volumen de referencia.

Usando el cambio de volumen (1.189),

/b(w,t)dV:/ b(x(xo,t),t)J(w07t)d‘/}):/ bo (o, t)d V0, (1.252)

Ko
o en la forma local
bo(xo,t) = J(xo,t)b(x, ). (1.253)

Entonces, de (1.249) y (1.253), la relacién (1.251) toma la siguiente forma

D
e po'UodVO :/ tOdSO +/ b()d‘/o7 (1254)
Dt Ko Oko Ko

la cual es la forma global de la ecuacién de balance de momento lineal en la descripcién material.

1.4.3 Ecuacién del movimiento

Teorema 1.5. Una condicion necesaria y suficiente para que la ecuacion de balance de momento linear
se satisfaga, es la existencia de un campo tensorial o, de forma tal, que

t(xz,t,n) =o(x,t,n)n. (1.255)

La demostracién del teorema anterior puede encontrarse en Holzapfel [28].

Proposicion 1.9. Sea t = t(x,t,n) el vector de traccion de Cauchy. Entonces

/ t(m,t,n)ds:/ V- o(x,t)dV. (1.256)
Ok¢

Rt

Demostracion. Aplicando el teorema de tensién de Cauchy (1.209) y el teorema de la divergencia, el cual
convierte una integral de superficie en una integral de volumen, se tiene el resultado pues

/ t(x,t,n)ds = / o(xz,t)nds = / Vg o(x,t)dV. (1.257)
Ok Okt Kt
O

Ahora, con el objetivo de hallar la ecuaciéon del movimiento se demuestra la siguiente proposicién,

Proposicion 1.10. Sea a = a(x,t) un campo espacial suave y continuamente diferenciable. Entonces

D Da
— = —dV. 1.2
bi . @V A pv (1.258)

Demostracion. Como la region de integracion V' depende del tiempo ¢ no es posible conmutar las opera-
ciones de diferenciacién e integracién. Por tanto se hace necesario transformar la integral del miembro
izquierdo de (1.258) a la configuracién de referencia, en donde Vj es independiente de ¢,

/a(:c,t)dV:/ a(x(xzo,t),t)J(xo,t)d V. (1.259)

Ko
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Luego,
= [ aav - / 2 (a])dv (1.260)
- /m) <1])D'ZJ+ aj) av; (1.261)
_ /KO (%‘; + aj) JdVy, (1.262)
entonces
D% : adV = A (]]))‘Z +aVy ~v) av. (1.263)

Ahora, si se sustituye a por pa, (1.263) toma la forma

D _ D(pa)
Dt . padV = /ﬁt ( D +paVg -v | dV, (1.264)
es decir,
D Da Dp
De la ecuacién de balance de masa (1.246)
D Da
— = —dV. 1.2
ot )., padV /Kt "D dav. (1.266)

O

La relacién (1.258), permite escribir la ecuacién de balance de momento lineal (1.249) de la siguiente
forma

: Dwv D’U()
l= —dV = —dVp. 1.267
[ opgav = [ sopave (1.267)
Sustituyendo (1.256) en (1.251)
D
Dr pvdV :/ Vg - UdV+/ bdV, (1.268)
K K K
pero de (1.266)
Dv
o en la forma equivalente
D
/ (vm o+b— p};;) dv =0. (1.270)

Definicion 1.65. La expresion (1.270) es conocida como la primera ecuacion de movimiento de
Cauchy en forma global.

La primera ecuacién de movimiento de Cauchy en forma global se debe mantener valida para cualquier
volumen arbitrario V', por lo cual se deduce que

D
Vm-0'+bpr—: —0, (1.271)

para todo « de V' y para todo t.
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Definicion 1.66. La expresion (1.271) es conocida como la primera ecuacion de movimiento de Cauchy
en forma local.

En el caso que se asuma la aceleracion igual a cero para todo x € k; (el caso de velocidad constante no
es excluido), la ecuacién (1.271) se reduce a

Vg -0o+b=0, (1.272)
Definicion 1.67. La ecuacion (1.272) se denomina ecuacién de equilibrio de Cauchy.

En la literatura a esta ecuacion se le llama también ecuacién de balance de momento lineal y es el nombre
que se adoptard en este trabajo para referirse a (1.272).

1.5 Relaciones constitutivas

Las ecuaciones introducidas en los capitulos anteriores son esenciales para caracterizar la cinemaética, las
tensiones y las ecuaciones de balance, de cualquier cuerpo continuo. Las cuales permanecen vélidas en
todas las ramas de la Mecanica de Medios Continuos. Sin embargo, estas no distinguen un material de
otro. Para el caso de cuerpos deformables las ecuaciones mencionadas no son suficiente para determinar
la respuesta de un material especifico. Por tanto, se deben establecer ecuaciones adicionales en la forma
de leyes constitutivas, una ley constitutiva debe aproximar el comportamiento fisico real del material
observado. Cada campo de la Mecénica de Medios Continuos estudia ciertos medios continuos, incluyendo
los fluidos, los cuales son liquidos o gases y los sélidos. El campo de la Mecanica de Medios Continuos,
denominado Mecanica de Fluidos, es aquel donde las ecuaciones constitutivas son validas para dichos
objetos fisicos, mientras que, la Mecanica de Sdlidos, es aquella donde las ecuaciones constitutivas
son validas para los sélidos. El actual capitulo se concentra en los materiales sélidos hiperelasticos y en
especial en los que presentan la propiedad de isotropia y de compresibilidad.

1.5.1 Comentarios generales sobre ecuaciones constitutivas

El objetivo de las teorias constitutivas es desarrollar modelos matematicos para representar el compor-
tamiento real de la materia. Dichas teorias relacionan magnitudes tensoriales, las cuales no son derivables
de leyes de conservacion u otro tipo de leyes universales y que son especificas del tipo de problema es-
tudiado. Las teorias constitutivas tienen vital importancia pero constituyen un tema dificil dentro de la
mecéanica moderna no lineal.

1.5.1.1 Ecuaciones constitutivas para materiales hiperelasticos

En el caso de un material hiperelastico, la teoria resultante se conoce como teoria de hiperelasticidad
finita, en la cual la mecénica no lineal de medios continuos constituye la base fundamental. El concepto
bésico de hiperelasticidad es que el material se comporta de forma eldstica (es decir, retorna a su estado
original) incluso para deformaciones finitas.

Definicion 1.68. Un material se dice hipereldstico, si una energia de deformacion especifica 1)
existe como una funcion diferenciable del gradiente de deformacion.

Definicion 1.69. Para el caso en el cual ¢ sea solamente una funcion de F' o de algun tensor de tension,
la funcion de energia libre de Helmholtz es conocida como funcion de energia de deformacion.

La funcién de energfa de deformacién ¢ = ¢)(F') es una funcién escalar del tensor variable F', la cual se
asume continua. Es decir, un material hipereldstico, no es mas que un material elastico no lineal para el
cual las propiedades materiales estan caracterizadas en términos de la funcién de energia de deformacién
(por unidad de volumen).

Se restringe la presente subseccion a los materiales homogéneos en los cuales la distribucion de los
constituyentes internos se asume uniforme. Para este tipo de material ideal, la funcién de energia de de-
formacion 1 depende solo del gradiente de deformacién F'. Para un material heterogéneo, ) dependera
adicionalmente de la posicién de un punto del material.
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Definicion 1.70. Un material hipereldstico es definido como una subclase de un material eldstico, donde

p= W) (1.273)

ooyt PE) pr g (%ﬁ)é (1.274)

Las ecuaciones anteriores son conocidas como ecuaciones constitutivas y establecen un modelo axio-
matico como base, para aproximar el comportamiento de un material real. Tal modelo es denominado
modelo constitutivo. Como se nota en las ecuaciones constitutivas (1.273) y (1.274), la respuesta
de tension de los materiales hipereldsticos se deriva de una funcién de energia, lo que implica que la
hiperelasticidad tiene una estructura conservativa.

1.5.1.2 Formas equivalentes de la funcion de energia de deformacion

La energia de deformacion ¢ (F') generada por el movimiento * = x(xo,t) se asume objetiva, es decir,
después de una traslacién y una rotacién del cuerpo en el espacio, la cantidad de energia almacenada no
cambia. Por lo tanto, la energia de deformacién 1 (F') tiene que ser igual a la energia de deformacién
Y (F) generada por el movimiento &t = xT (g, t"), la cual difiere de y por un movimiento superpuesto
de cuerpo rigido, es decir,

" =Qt)x, (1.275)
donde @ es un tensor ortogonal tal que det@ = 1 (la orientacién es preservada). Entonces

ozt ox
Ft = — =QF 1.276
8930 8.’1)0 Q ’ ( )

luego v no puede ser una funcién arbitraria de F', en particular, se tiene la siguiente restriccién
(F) = p(F') = (QF), (1.277)
para todo tensor F', con detF' > 0 y para todo tensor ortogonal Q.

Teorema 1.6. Una condicion necesaria y suficiente para que la energia de deformacion sea objetiva
durante movimientos superpuestos de cuerpo rigido es que

Y(F)=y(U), VF. (1.278)

Demostracion. Se toma el tensor ortogonal de rotacién R’ y del teorema de descomposicién polar
o(F) = ¢(R"F) = ¢(R"RU), (1.279)

es decir

v(F)=y(U), VF. (1.280)
De (1.280) se concluye que 1 es independiente de la parte rotacional de F = RU. Luego un material
hiperelédstico depende solamente del tensor simétrico U. O
1.5.1.3 Formas reducidas de las ecuaciones constitutivas

El teorema 1.6 permite expresar 1) como una funcién de U, pero como el tensor derecho de Cauchy-Green
estd dado por C = U?, se puede expresar a 1) como

H(F) = (C). (1.281)
Proposicion 1.11. Una forma reducida de la ecuacion constitutiva para materiales hipereldsticos es
oy(C
o =2y 1 p2C) pr (1.282)

oC
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Demostracion. Considere la derivada de la energia de deformacién ¢(F) = 1(C) respecto al tiempo t.
De la regla de la cadena y la propiedad (1.81)

g C) (R @] e
pero
C=F'F+F'F (1.284)
— FT(FTF" y FF~)F (1.285)
=F'(L" + L)F, (1.286)
luego
(¢) =e. (1.287)
Entonces
b= tr [(W) C} —tr K(%a((?)) (FTF)T} Ftr Kaqg(g)) FTF} , (1.288)
finalmente
) = 2tr [(&g(g)) FTF} . (1.289)

De (1.283) y (1.289)

WEF)\" _,00(C) or
< 5F =2 50 F (1.290)
la cual, sustituyendo en (1.274), brinda el resultado deseado
1 p00(C) L
=2J 'F——~F". 1.291
o=2J e (1.291)
O

1.5.2 Materiales hiperelasticos isotréopicos

A continuacién se restringe la funcién de energia de deformacién por una propiedad en particular que el
material puede poseer, denominada isotropia. Esta propiedad estd basada en la idea fisica de que la
respuesta del material en un experimento de deformacion-tensién, es la misma en todas las direcciones.
En esta seccién interesa la formulaciéon matemaética de isotropia dentro del contexto de la hiperelasticidad.

Se considera un punto arbitrario &y de un cuerpo eldstico continuo ocupando una region kg en el instante
t = 0. Un movimiento x lleva el punto &g € kg a un punto & = x(xg,t) de la configuracién actual x; en
el instante ¢. Se asume que un cuerpo ocupando la regién kg se traslada por el vector ¢ y es rotado por
el tensor ortogonal @ de acuerdo a

x; = ¢+ Quxo, (1.292)

La ecuacién anterior transforma o en una nueva region « (nueva configuracién de referencia) y el punto
con vector de posicién ¢ a un nuevo lugar identificado por el vector de posicién z§ € k§ (véase Fig.
1.5).
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Figura 1.5: Movimiento de un cuerpo sélido superpuesto sobre la configuracién de referencia.

Sea ahora un movimiento diferente & = x*(xf,t) que transforma a xf en la configuracién actual r;
de modo que

x = x(xo,t) = x* (x5, t). (1.293)

Aplicando la regla de la cadena y de la relacién (1.292), el gradiente de deformacién F' puede ser expresado
como

ox Ox .
F= = @ FQ (1.294)

donde F™* = 59%* es el gradiente de deformacion relativo a la regién k. De la relacién anterior se tiene
0

la transformacién
F*=FQ". (1.295)
Por tanto de (1.295) se tiene la siguiente definicién

Definicion 1.71. Se dice que un material hipereldstico es isotrépico relativo a la configuracion de
referencia Ko, si los valores de las energias de deformacion ¥(F) y ¢(F*) son los mismos para todo
tensor ortogonal Q.

De (1.295) se puede escribir

Y(F) = ¢(F*) = (FQT). (1.296)

Definicion 1.72. Si se puede mostrar que el movimiento de un cuerpo continuo superpuesto sobre
cualquier configuracion de referencia trasladada y/o rotada, da lugar a la misma funcidn de energia de
deformacion en el momento t, entonces se dice que el material es isotropico. En el caso contrario se dice
que el material es antsotropico.

Si se supone que durante el movimiento & = x(xo,t) la funcién de energia de deformacién puede adoptar
la forma ¥(F) = 1(C) y se asume ademds que el material hipereldstico es isotrépico, entonces

V(C) = Y((F)'F*) = v(QF'FQ"), (1.297)

la relacién (1.297) implica que

$(C) = 4(QCQ™). (1.298)
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Definicion 1.73. Si (1.298) es vdlida para todo tensor simétrico C y para todo tensor ortogonal Q, se
dice que ¥(C) es una funcidén escalar isotrépica de la variable C o simplemente un invariante del
tensor simétrico C.

Ademsds de la relacién (1.282) se puede obtener otra expresién para representar la energia de deformacion
de un material hiperelastico.

Proposicion 1.12. Para un material hipereldstico isotrépico, la energia de deformacion puede ser ex-
presada por la identidad,

¥(C) =¥(B), (1.299)

Demostracion. En efecto, sustituyendo @ en (1.298) por el tensor R y del teorema de descomposicién
polar, se tiene (1.299), la cual permite escribir las ecuaciones constitutivas con respecto al tensor izquierdo
de Cauchy-Green B,

9y (B)
0B

_ ., pov(B)

o=2p

O
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CAPITULO 2

Crecimiento de un tumeor

2.1 Descripcién biomédica

En sentido restringido, un tumor es cualquier bulto que se deba a un aumento en el nimero de células
que lo componen. El cuerpo humano contiene alrededor de 100 trillones de células que son generadas
por divisiones celulares que ocurren repetidamente de una célula precursora. Mientras continia la pro-
liferacién, algunas células se vuelven mas diferenciadas que otras, adoptando una estructura, quimica
y funcién diferente. Cada érgano en el cuerpo humano es una agregacién de muchos tipos de células
unidas entre ellas por una estructura de soporte intracelular. Aunque todas las células del organismo
estan diferenciadas una de otras, todas ellas presentan ciertas caracteristicas que son parecidas. Cada
célula es una estructura compleja cuyo propdsito es mantener un ambiente intracelular para las reacciones
metabdlicas complejas, para su reproduccién cuando sea necesario, y para protegerse de los peligros del
ambiente que las rodean.

Una mutacion genética es cualquier cambio heredado en el material genético que puede representar
alteraciones irreversibles en la secuencia de nucleétidos de ADN. Estas mutaciones pueden ser fenotipi-
camente silentes o visibles. Las mutaciones causan cambios en el mensaje hereditario del organismo y
pueden resultar tanto en danos fisicos, como quimicos al ADN o de errores espontdneos durante la repli-
cacion. Las mutaciones que danan al ADN estan causadas generalmente por uno o tres eventos: radiacién
ionizante, causando ruptura en la cadena de doble hebra de ADN por la accién de radicales libres; radia-
ciones ultravioletas, creando entrecruzamientos del ADN provocados por la absorcién de energia UV por
las pirimidinas; genes quimicos mutantes, modificando las bases de ADN y alterando el comportamiento
de las parejas de bases. Las mutaciones en los tejidos germinales tienen un significado bioldgico enorme,
mientras que las mutaciones sométicas® pudieran causar céncer.

Tumor: Inicialmente, el término tumor, se aplicé a la tumefaccién, hinchazén, bulto o aumento
localizado de tamano, en un érgano o tejido. Incluso, el concepto atn se aplica cuando se dice
que los cinco signos cardinales de la inflamaciéon son: tumor, dolor, calor, rubor e impotencia
funcional. Con el transcurso del tiempo se olvidé el sentido no neoplésico de la palabra tumor y en
la actualidad el término es el equivalente o sinénimo de neoplasia; y por lo tanto, se dice que hay
tumores localizados o invasivos, y pueden ser benignos o malignos.

Céncer: La palabra céncer deriva del latin, y como la derivada del griego karkinos (kapkivos), lo
que significa “cangrejo”. Se dice que las formas corrientes de cancer avanzado adoptan una forma
abigarrada, con ramificaciones, que se adhieren a todo lo que agarran, con la obstinacién y forma
similar a la de un cangrejo marino. Neoplasia caracterizada por el crecimiento incontrolado de
células anapldsicas que tienden a invadir el tejido vecino y a metastatizar a distancia. Se considera
a veces sinénimo de los términos neoplasia y tumor; sin embargo, el cadncer siempre es una neoplasia
o tumor maligno.

Neoplasia: Crecimiento nuevo de tejido caracterizado por la proliferacién progresiva e incontrolada
de células anormales, que pueden ser benignos o malignas.

IEn genética, es la mutacién que afecta a las células somdticas (aquellas que forman el crecimiento de tejidos y érganos)
del individuo.

41
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En la gran mayoria de los casos, la diferenciacién morfolégica' entre un tumor benigno y uno maligno
puede hacerse con considerable certidumbre; sin embargo, a veces una neoplasia no permite su clasifi-
cacion. Todo diagnéstico morfolégico es subjetivo y es una prediccién acerca de la evolucién futura de
una neoplasia. Ocasionalmente esta prediccion se frustra por la notable discrepancia entre el aspecto
morfolégico de un tumor y su comportamiento bioldgico, sin embargo esta confusiéon o ambigiiedad no
es la regla; en general, existen criterios por los que pueden diferenciarse los tumores benignos de los
malignos, como son: la diferenciacién? y anaplasia®, la tasa de crecimiento, invasién local y metastasis®.

Tumor benigno
- Diferenciacién y anaplasia: Bien diferenciados; la estructura puede ser tipica del tejido de origen.

- La tasa de crecimiento: Habitualmente progresivo y lento; puede detenerse o regresar; las figuras
de mitosis® son infrecuentes y normales.

- Invasién local: Habitualmente masas cohesivas que se expanden con buena delimitaciéon, que no
invaden o infiltran los tejidos normales de alrededor.

Metéstasis: Ausente

Tumor maligno

- Diferenciacién y anaplasia: Cierta falta de diferenciaciéon con anaplasia; la estructura es con fre-
cuencia atipica.

- La tasa de crecimiento: Erratico y puede ir de lento a rapido; las imagenes de mitosis pueden ser
numerosas y anormales.

- Invasién local: Localmente invasores, infiltran los tejidos normales de alrededor; a veces pueden
tener la apariencia de cohesién y expansion.

- Metéstasis: Frecuentemente presentes; cuanto mayor y mads indiferenciado sea el primario, mas
probables son las metastasis.

Se pudiera realizar la siguiente pregunta: ;No tienen riesgo todos los tumores benignos? Aunque puede
haber algo de riesgo, una prolongada experiencia acumulada indica que la mayoria de las neoplasias
benignas no se malignizan. Sin embargo, se pueden ofrecer numerosos ejemplos de tipos de cdncer que
aparecen, aunque rara vez, en tumores benignos. Es imposible generalizar debido a que cada tipo de
neoplasia benigna se asocia a un grado propio de riesgo, que va desde préacticamente nunca hasta fre-
cuentemente. Solo los estudios de seguimiento de grandes series de cada neoplasia pueden determinar el
riesgo.

La tnica forma segura de evitar el cdncer es no nacer; vivir es correr el riesgo. Sin embargo, en muchas
circunstancias el riesgo es superior a la media, también tienen importancia ciertas situaciones clinicas.
Debido a que la replicacién celular estd implicada en la transformacién cancerosa, las proliferaciones
regenerativas, hiperplasicas, y displasicas constituyen un terreno abonado para el origen de una neoplasia
maligna.

1En biologfa, la morfologia es la disciplina encargada del estudio de la reproduccién y estructura de un organismo o
sistema.

2La diferenciacién celular es el proceso, en virtud del cual, las células sufren modificaciones citolégicas dando lugar a una
forma y una funcién determinada durante el desarrollo embrionario o la vida de un organismo pluricelular, especializandose
en un tipo celular.

3El término anaplasia se utiliza en medicina para describir la escasa diferenciacién de las células que componen un tumor.

4La metéstasis es una teorfa cientifica que supone la propagacién de un foco canceroso a un érgano distinto de aquel en
que se inicio.

5En biologia, la mitosis es un proceso que ocurre en el nicleo de las células eucariotas y que precede inmediatamente a
la divisién celular, consistente en el reparto equitativo del material hereditario (ADN) caracteristico.
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2.2 Breve introduccion a la teoria de mezclas

El comportamiento de sistemas complejos, en los cuales diferentes medios continuos interactian a un
nivel microscopico, pueden ser estudiados con la teoria de mezclas. Los primeros trabajos referentes a
este acercamiento fueron desarrollados por varios autores, en particular se tienen los trabajos de Trues-
dell [29], [30], Bowen [31], [32], Green y Naghdi [33], [34] ¥ el volumen confeccionado por Rajagopal y
Tao [35].

La premisa basica de la teoria es que el espacio ocupado por una mezcla puede ser considerado ocupado
conjuntamente por los varios componentes de la misma, cada uno considerado como un medio continuo.
Por tanto, en cada punto del espacio ocupado por la mezcla, existird una particula perteneciente a cada
componente. La teoria de las mezclas asume que los componentes son lo suficientemente densos de manera
tal que puedan homogeneizarse como un continuo. Para cada componente de la mezcla puede definirse,
su movimiento, densidad de masa, tensor de tensién, energia, temperatura y otras cantidades fisicas,
como se hace para un solo medio continuo homogéneo.

Considérese una mezcla formada por N componentes no miscibles (que no se pueden mezclar). El indice
a, a=1,...,N, indicaréd el componente a.

Definicion 2.1. El movimiento del a-ésimo componente es descrito a través de la posicion ocupada, en
el instante t, por la posicion .o

T = Xa (Tao, ) - (2.1)

La relacién (2.1) significa que una particula del a-ésimo componente que actualmente ocupa la posicién
x, ha sido llevado desde la posicion x,g a  a través del difeomorfismo y,,.

Definicion 2.2. La inversa de x. se define como
-1
Tao = (Xa)  (2:1). (2.2)

Definicion 2.3. La descripcion material de los campos de velocidad y de aceleracion del a-ésimo compo-
nente se definen de la siguiente forma

OXa (Tao, t
Va0 (xa0a t) = %7 (23)
v, (x,t
oo (oo, ) = T(t)’ (2.4)
y en la descripcion espacial
6Xa (waOa t)
Va (Sc,t) = T s (25)
waoz(Xa)_l(:th)
0V, (Tao, t)
a, (x,t) = o ) (2.6)
wa():(Xa)il(wvt)

Definicion 2.4. La derivada material actuando sobre el a-ésimo componente de la mezcla, se define de
la siguiente forma

Da(e) _ O(e)

D = ap T wal(@1)-Va)(e), (2.7)

donde Vg denota el operador gradiente respecto a la posicion espacial x.

Para cada componente se introduce el gradiente de deformacién
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Definicion 2.5. El gradiente de deformacion en (xq0,t) con respecto a la configuracion kg, se define
como la transformacion lineal

Fa = vwaoXa (wa07 t) 5 (28)

donde Vg, denota el operador de diferenciacion respecto a xqo0, es decir, el operador gradiente actuando
respecto a Tq0-

Definicion 2.6. FEl gradiente de velocidad relativo al a-ésimo componente de la mezcla es definido como
L, =Vgv,(x,t). (2.9)

Aplicando la regla de la cadena y de las definiciones de F', y (Fa)fl, el gradiente de velocidad se rescribe
como

L, =F,(z,t)(F,) " (x.t). (2.10)

La densidad del a-ésimo componente es denotado por p, (fisicamente p, representa la masa del a-ésimo
componente por unidad de volumen de la mezcla).

Definicion 2.7. La densidad de la mezcla se define por la formula
N
P= pal@,t). (2.11)
a=1

Definicion 2.8. La densidad del a-ésimo componente en un estado homogéneo es denotado por pl y
representa la masa del a-ésimo componente por unidad de volumen del a-ésimo componente.

Definicion 2.9. La cantidad definida por

_ Pa (z,1)
o (x, 1) = m, (2.12)

es la fraccion de volumen de la mezcla ocupada por el a-ésimo componente, es decir, el volumen ocupado
por el a-ésimo componente sobre el volumen total.

Se asume que se est4 en presencia de una mezcla saturadal. Esta suposicién implica que

N
> o (z,t) = 1. (2.13)

Definicion 2.10. La velocidad promedio de la mezcla v en (x,t) es definida por

1 N
v = - Z PaVaq- (214)
P a=1

Definicion 2.11. La velocidad de difusion u,, del a-ésimo componente, se define como
Uy = Vo — V, (2.15)
la cual es la velocidad del a-ésimo componente relativo a la velocidad promedio.

Ademés se define la derivada material para la mezcla

Definicion 2.12. La derivada material para la mezcla es

D(e) _ O(e)
D = g; t@@1) Va)(e). (2.16)

1Una mezcla saturada compuesta por N componentes es aquella en la cual solo se encuentran estos N componentes y
ninguno maés.
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Producto de (2.7) y (2.15)
Da(e) — D(e)

Con cada componente también estd asociado el vector de traccién t, (traccién parcial), luego
to = (00) n. (2.18)

Definicion 2.13. El vector de traccion de la superficie total es

N
t=> to. (2.19)
a=1

De acuerdo a la descripcion Euleriana las ecuaciones de balance de masa y de momento lineal, pueden
escribirse para el a-ésimo componente de la mezcla como (Rajagopal y Tao [15])

0

7(5; +Vz  (pava) = pal'as (2.20)
a (e ge?

% +Vg - (pava ® 'Ua) =Vg 0a+ pab+ q, + pPal aVa, (2-21>

donde

. pal'q es la proporcién de suministro de masa del a-ésimo componente. Este término considera las
posibles conversiones de masa entre los componentes.

Oy = (o'a)T es el tensor de Cauchy relativo al a-ésimo componente.
. g, es la fuerza de interaccion y estéd relacionada con las interacciones locales entre los componentes
de la mezcla a través de la interface que los separa.
2.2.1 Ecuacion de balance de masa para la mezcla

Proposicion 2.1. La ecuacion de balance de masa para la mezcla es

% + Vg (pv)=0. (2.22)
Demostracion. Si se suma la ecuacién (2.20) sobre «, se tiene que
N%—S—ivgy(pv):ipr (2.23)
L o a=1 o
usando (2.11) y (2.14),
o + Vg (pv) = iv: Pala- (2.24)
ot —= '

Observése que la ecuacién anterior debe tener la misma forma que la correspondiente para un solo
componente continuo (ver (1.246)), por tanto se asume que

N
Z pal'a = 0. (2.25)
a=1
Finalmente, se obtiene la ecuacién de balance de masa para la mezcla
0
a—f F Vg (pv) = 0. (2.26)
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2.2.2 Ecuacion de balance de momento lineal para la mezcla
Proposicion 2.2. La ecuacion de balance de momento lineal para la mezcla es,

Dv
i b. 2.27
P =Va oty (2.27)

Demostracion. Procediendo de forma andloga, es decir, sumando sobre « la ecuacién (2.21)

N v N N N N
Z 'OC’ ) S Ve (pave @) = S Va0t Y pabt Y (pulavatan). (229)
a=1 a=1 a=1 a=1 a=1

Utilizando la definicién (1.17) del producto tensorial, es posible acomodar el segundo sumando de la
ecuacién anterior, de forma tal que

N N
Z Pala ®Vy) = p @ U + Z (Patta @ Uy) - (2.29)
a=1 a=1
Luego
N D(pava) N N N N
;T—I-Vw (pr®@wv) = (Z ;pauaébua) —&-;pab—&—;(pal‘ava—i—qa).
(2.30)
Usando (2.11), (2.14) y definiendo
N
= Z (Oa = Patla ® Uq), (2.31)
a=1
se obtiene que
9(pv) .
5 (pv®v)=Vg- -0+ pb+ Z (palava +4q,) - (2.32)
a=1
Para seguir simplificando la expresién anterior se demuestra la siguiente proposicién
Proposicion 2.3. Se tiene que
Dv  0(pv)
pﬁ = o + Vg - (pv ® U) . (233)
Demostracion. En efecto, utilizando (1.103) y (1.105)
0 Op ov
(gtv> (pr@v) = 8tv+p6t +pVe - (v@v)+ (v@V)Vep (2.34)
0
aiv +p—= T Uy p(Vxv)v+pv (Vg -v) 4+ (v@v) Vep. (2.35)
Haciendo uso de la férmula (1.16), la cual define el producto tensorial
(v@v)Vgp=v(v- -Vgp). (2.36)

La ecuacién de balance de masa para la mezcla (2.22), puede rescribirse de la siguiente forma teniendo
en cuenta la relacién (1.102)

0
%—i—zrvg;p—i—p(vw-v)zo. (2.37)
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Combinando (2.37) con (2.35), se obtiene la relacién buscada

d(pv ov
(gt ) +Vz - (prov) = e +p(Vgv)v. (2.38)
Es decir
Dv  0(pv)
—_— = . . 2.
P D 5 +Vz - (pr o) (2.39)
O
La proposicién 2.3, permite escribir la ecuacién (2.32) de la siguiente forma
Dv a
PO = Vg -o+pb+ Z (palava +4q,) - (2.40)

a=1

La ecuacién (2.40) debe tener la misma forma que la correspondiente para un solo componente continuo
(ver (1.271)), por tanto se asume que

N
> (palava +q,) =0. (2.41)
a=1
Finalmente, la ecuaciéon de balance de momento lineal para la mezcla es,

Do
— =Vg- b. 2.42
P Di x o+ P ( )
O

2.3 Breve introduccion a la teoria de miltiples configuraciones
naturales

La teoria de multiples configuraciones naturales constituye un escenario ideal para investigar el crecimien-
to de un tumor. De hecho, la dificultad esencial para formalizar la dindmica de crecimiento, es modelar
simultdneamente el cambio en la masa y las tensiones que acompanan a dicho cambio, posiblemente
causadas por el crecimiento en si o por la aplicacién de fuerzas. Dicha teoria posibilita separar tales
contribuciones y modelar cada una individualmente.

Existen muchos cuerpos que son capaces de estar libres de tensién en méas de una configuracién. Por
ejemplo en sélidos sufriendo deformaciones plésticas, se pueden asociar un conjunto de configuraciones
libres de tensién asociadas a la configuracién actual del material (Rajagopal y Srinivasa [36]). Eckart
(Eckart [37]) fue uno de los primeros investigadores que estudiaron las consecuencias asociadas a un
cuerpo sélido con méas de una configuracién libre de tensién. El hecho de que un cuerpo puede poseer
una configuracién libre de tension y la evolucién de esta configuracién juega un papel especial a la hora
de caracterizar su comportamiento material. Con el objetivo de distinguir claramente las distintas con-
figuraciones que surgen en el estudio de un cuerpo elastico, se introduce el concepto de configuracién
natural. Esta es la configuracién de referencia elegida para representar la respuesta elastica del material
y constituye la configuracién de interés del presente estudio.

Se asume que el material posee la propiedad de elasticidad instantanea, es decir, para una clase
especial de procesos (aquellos que ocurran en tiempos sumamente pequenos) y que sean no disipativos
(en el sentido de que el trabajo mecdnico no se transfiera como energfa térmica) se engendra una respues-
ta elastica para el material. Considérese entonces el movimiento de una particula genérica del a-ésimo
componente desde su configuracién de referencia 2, la cual se asumird que est4 libre de tensién. Con-
sidere el movimiento x,, del a-ésimo componente desde la configuracién de referencia k% a la configuracién
actual k%. Manteniendo la masa constante, se lleva “instantdneamente” al material (cuando su configu-
racién actual es f,) a un estado libre de tensién, debido a su respuesta eldstica, a través de un proceso
no disipativo.
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Definicion 2.14. A esta configuracion libre de tension alcanzado por el material se le denomina con-
figuracién natural y se denota por mcal(t).

La configuraciéon natural es una configuracién en general diferente a la asociada con la configuracién de
referencia k¥, asi como a la asociada con la configuracién actual x%,. Note ademas que la configuracion
natural n‘fj(” (a la cual por simplicidad se denotard por k
depende del instante de tiempo ¢.

el

°l) asociada con la configuracién actual s,

La deformacién que sufre el cuerpo desde la configuracién natural & a x!, se puede medir a través

del gradiente de deformacién F'j;l, mientras que el movimiento de x2 a la configuracién ¢!, puede ser

descrito como un camino de crecimiento rigido y serd descrito por el tensor G, (ver fig. 2.1).

Figura 2.1: Configuraciones del cuerpo.

Entonces se tiene la siguiente descomposicién:
F,=FJG,. (2.43)

Obsérvese que, como la masa se preserva a lo largo del camino de mgl a k!, el tensor FZI no esta directa-
mente relacionado con el crecimiento, pero si estd relacionado con la tensién que actia sobre el material,
mientras que el tensor G, estd directamente relacionado con el crecimiento y por tanto se denominara
tensor de crecimiento. Luego, se han separado las contribuciones de puro crecimiento y de deformacién
induciendo tensién. El tensor FZI indica como el cuerpo se deforma localmente al pasar de la configu-
raciéon natural x¢' a la %, mientras que G, indica como el cuerpo est4 creciendo localmente de 2, a .
Se conoce de resultados anteriores que el gradiente de deformacién es inversible, de (2.43) se tiene que,
tanto FZI como G, son también inversibles. Note que salvo algunos casos muy especiales (movimientos
homogéneos) la configuracién natural no constituye una configuracién compatible, en el sentido de que no
puede ser un estado fisico. Por tanto no es posible disponer del cédlculo diferencial e integral en un cuerpo
que es incompatible con la métrica Euclidiana. Este inconveniente puede ser sobrepasado considerando
cada punto material independientemente y construyendo movimientos homogéneos ficticios del cuerpo,
de tal forma que el gradiente de deformacién asociado al movimiento ficticio coincida con el gradiente de
deformacion del movimiento actual en el punto material en cuestion para cada instante de tiempo. Para
este movimiento ficticio es posible construir el tensor G, que identifica a la configuracién natural. Para
un andlisis més detallado el lector puede referirse a Rajagopal y Srinivasa [38].

Sea pao(Tao) = p((xa)_1 (z,t),0) el campo de densidad del a-ésimo componente en el instante ¢t = 0.
Entonces, si se denota por dV, el volumen ocupado por una particula genérica del a-ésimo componente

en la configuracién de referencia k2 en el instante ¢t = 0, la masa inicial de la particula estard dada por

dmao = paO(maO)dVaO~ (244)
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De forma anéloga, si dV,, denota el volumen ocupado por una particula genérica del a-ésimo componente
en la configuracién actual !, la masa actual de la particula es

dmg = pa (2, t)dV,. (2.45)

En lo que hemos realizado hasta el momento, se ha asumido que la configuracién natural alcanzada por
la relajacion de la configuracion actual es unica para cada instante de tiempo t. Esta es una condicién
necesaria para el desarrollo de esta teoria y una de sus consecuencias es que el campo de densidad en la
configuracion natural es idéntico al campo de densidad en la configuracién original de referencia. Entonces,
denotando por dV,¢! el volumen ocupado por la misma particula en la configuracién de referencia, la masa
de la particula en la configuracion de referencia estarda dada por

dmg = pao(Tao)dVEL (2.46)
Como la masa se preserva de k¢ a !, y utilizando las relaciones (1.189), (2.44) y (2.46)

_ave dmg
o dVao o dmao.

Jg. = detG, (2.47)

El tensor G, es entonces suficiente para saber si existe crecimiento o decrecimiento, por lo que se llamara
tensor de crecimiento.

El teorema de descomposicién polar puede ser aplicado al tensor de crecimiento G; luego existe un
tnico tensor de rotacién Ry y un tnico tensor simétrico U tal que

G, = RGW UGQ . (2.48)

De la arbitrariedad de la eleccién de la configuracién natural, se pueden escoger los tensores en (2.48)
de forma tal que RGa =1y G, = UGQ' De esta manera, se asume que G, es un tensor simétrico
y definido positivo. Si se adopta la suposicion de que el crecimiento ocurre de igual forma en todas las
direcciones (crecimiento isotrépico), se puede definir

G, = gal, (2.49)

donde a g, se le denomina funcién de crecimiento.

2.4 Crecimiento de un tumor como un medio homogéneo

Se considera para el estudio, un tumor asumido como un sélido continuo. Tomando las siguientes con-
sideraciones:

- Las contribuciones de la teoria de mezclas son utilizadas, tomando como caso particular un medio
solido y homogéneo.

- Se emplea la teoria de miltiples configuraciones naturales, la cual habilita el uso del acercamiento
Lagrangiano para estudiar el problema de crecimiento, ademés de permitir modelar simultdaneamente
el cambio en masa y las tensiones que acompanan a dicho cambio.

- Se modela el cuerpo en forma esférica, dicha forma es la observada en los experimentos realizados
por Helmlinger et al. [39].

- Se asume que el cuerpo no rota.

- El crecimiento es entendido como el crecimiento de la masa del cuerpo y no como el aumento del
nimero de células, asimismo dicho crecimiento se supone isotrépico y no homogéneo.

- El sélido se asume compresible.
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- La respuesta del cuerpo es hiperelastica.

- Se considera que existen dos maneras en que la energia es suministrada al sistema: trabajo de
fuerzas externas que estan en balance con las internas y energia proveida especificamente para el
crecimiento.

- La contribuciéon de los nutrientes en el desarrollo del cuerpo es tomada en cuenta, los cuales se
suponen distribuidos uniformemente en la frontera del material; mientras que en el interior del
tumor se estan difundiendo y siendo absorbidos.

2.4.1 Relaciones geométricas
Es apropiado describir el problema en cuestion usando coordenadas esféricas,
x1 = rcosfcos @, o = 1 cos 0 sin ¢, r3 = rsinb, (2.50)

donde -5 < 0 < 5§, —m < ¢ < myr > 0. Por tanto, la posicién x se puede escribir como

x = z;e; = r(cos B cos pe,, + cosfsin pe,, + sinfe,,).

Los vectores tangentes a las curvas coordenadas de este sistema definidos por

o7

e, = a—f = cos 0 cos e, + cos 0 sin pe, + sinfe,, (2.51)
or .

ey = 7 = r(— cos @ sin pe, + cosd cos pe, ), (2.52)
ox . o

€= 55 = r(—sin cos pe, — sin fsin pe, + cosfe.), (2.53)

forman una base ortogonal. Para futuros cédlculos es mas cémodo trabajar con la base ortonormalizada,
luego

€r

e, = > — =ep, (2.54)

\/cos? 0 cos? ¢ + cos? fsin® ¢ + sin’ 6
e, = c = —sinf cos pe,, — sinOsin gpe,, + cosbe,, = —ey,

\/r2(sin2 6 cos? ¢ + sin? @ sin? ¢ + cos? 0) "

(2.55)
* e¢ . 1
— = — T o — T~ . 2.56

e sin ¢e,, + cos pe,, p—l (2.56)

\/r2(c052 6 sin? ¢ + cos? 6 cos? ¢)

Wy ”

Para hacer més simple la notacién, se suprime el supraindice “«” en el trabajo con la base ortonormal
(2.54)-(2.56).

Las derivadas de la base ortonormal respecto a 7, 8 y ¢, las cuales serdan de utilidad en lo adelante,
son

e, =0, (2.57)
e, 4 = — cosBsin ge,, + cos b cos pe,, = cosbe,, (2.58)
er g = —sinf cos ¢e,, —sinbsin pe,, + cosbe,, = ey, (2.59)
esr =0, (2.60)
€4 o = — COS pey, — sinpe,, = — cos e, + sinbey, (2.61)
ey =0, (2.62)
eor =0, (2.63)
eq,¢ = sinfsin pe,, — sin b cos pe,, = —sinbegy, (2.64)
ep,9 = — cos b cos pe,, — cosBsin pe,, —sinfe,, = —e,. (2.65)
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En el movimiento del cuerpo, los puntos materiales se mueven solo en direccién radial (pues el cuerpo no
rota) manteniendo 6 y ¢ constante. De aqui que se tome

r(ro,t) = c(ro, )ro, 0 = 0o, ¢ = ¢o, (2.66)

donde el subindice “0” indica la coordenada material, es decir, una particula originalmente en (r¢, 6o, ¢o)
(configuracién de referencia) ocupa la posicién (r,6g, ¢o) en la posicién actual. Ademds se denotard por
R el radio inicial del tumor.

Proposicion 2.4. Los operadores nabla y de Laplace en las coordenadas esféricas consideradas son

Ve, (o) = (;,)Ier, (2.67)

(.)// (.)/T// 2 (.)I (268)

(1"')2 (’I”’)3 r o
Demostracion. El operador cartesiano V en coordenadas esféricas es obtenido utilizando la regla de la
cadena,

Awo (.) =

= 0(e)
= —e;, 2.
Vas (o) ; o€ (2.69)
2L A O(e) Os;
J
V:c(’) ;Jzzl asj 8$1 €, S1 T, 52 ¢7 53 0 ( 70)
Las derivadas 0s;/0z; se obtienen de la transformacién de coordenadas (2.50), por ejemplo
-1
S—ZZ = (gg) = —(rsinfsinp) L. (2.71)
Por tanto
0(e) 19(e) 1 0O(e)
= -+ = , 2.72
Va(s) ar © + r 00 ot rcosf O¢ ¢ (2.72)
pero
0 neoy O
Z _ s 2.
or " 87”0 ’ ( 73)
donde “prima” indica, derivada respecto a ry. Entonces en las coordenadas materiales
1 0(e 1 0(e 1 9O(e
Ve, (o) = - ©) (e) ( )e%. (2.74)

e - ey, + ——
" Org ° 1o 08y °  rocosby Do

Pero de la suposicién de que el cuerpo no rota, de la normalizacién de la base, la ecuacién (2.74) se reduce
a

1 0(e)
Vmo (.) = ;Troero. (2.75)
El operador cartesiano A en coordenadas esféricas es obtenido de forma andloga, obteniendo

_ () 20(s)

Ag(e) = 5 + . (2.76)
donde
82 n—1 0 N—1 0
52 = (r') 870(( ) 870) (2.77)
R A
= ()" 22 ) 8r0) (2.78)
200 1" 0 (2.79)

_ (29 T 9
=) 87"3 (r")3 Org’
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es decir,

02 (o) " O(e) 2 (e)

— (2 —
Az, (o) = () [“)7% (r")3 Org rr’ Org (2:80)
Luego se puede resumir que
/
Va0 = e, (281)
B (.)// B (0)/7“// 2(.)/
Ag, (o) = )2 ) + e (2.82)
O

2.4.2 Ecuaciones de balance
2.4.2.1 Balance de masa

Segun la teoria de mezclas la ecuacién de balance de masa en la descripciéon Euleriana para un solo
componente, estd dada por la férmula (2.20). Pero como se indic6é anteriormente la introduccién de la
teorfa de multiples configuraciones naturales habilita el uso del acercamiento Lagrangiano para estudiar
el problema de crecimiento. Luego se busca la forma de dicha ecuacion en la configuraciéon natural.

Proposicion 2.5. La ecuacion de balance de masa en la configuracion natural es
po = pJe. (2.83)

Demostracion. Como la masa se conserva de la configuracién natural a la configuracién actual,

dm = podV® = pdV. (2.84)
Usando (2.47) se tiene que
poJgdVo = pJdVs. (2.85)
Definiendo
J = det F°, (2.86)
y como J = JelJGv,
po = pJ°L. (2.87)
O

Observe que la ecuacién (2.83) estd en correspondencia con la ecuacién de balance de masa (1.240), pues

——

(pJ") = 0. (2.88)
La ecuacién que surge producto de la siguiente proposicion serd de suma importancia a la hora de
relacionar tensiones y crecimiento.

Proposiciéon 2.6. Sea G el tensor que indica como el cuerpo estd creciendo localmente de k% a k®,

entonces

[ =tr (GG*) . (2.89)
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Demostracion. De (2.83)

pod = o7, (2.90)
derivando la relacién anterior
~ D
= — . 291
pod i (pJ) (2.91)
Por otro lado usando la férmula (1.102), la ecuacién (2.20) puede rescribirse de la siguiente forma
dp
a-&-pvx -v+v-Vgp=pl, (2.92)
dp
a + (’U : V;p)(p) = —ptrL + pI’, (293)
pero, de la ecuacién (2.10) y las relaciones (1.81) y (1.148)
trL = tr (FF—l) (2.94)
_ i (P T (2.95)
.1
=J- 2.96
J’ (2.96)

donde J = detF'. Luego, la ecuacién de balance de masa (2.20) se transforma en la forma equivalente

Dp .
=T 2.
JDt+pJ pd, (2.97)
*D(J)*FJ (2.98)
Dt P TP '

Sustituyendo el miembro derecho de (2.91) por (2.98) se obtiene,

pojG =Tpd, (2.99)
pero como J = J%J y de la relacién (2.83)
podg =Trolg, (2.100)
r=Jg(Jg) ™, (2.101)
por tanto
I =tr (GG—l) . (2.102)
O

2.4.2.2 Balance de momento lineal

Como se expuso anteriormente, en un material hipereldstico, la energia de deformacion v estd completa-
mente determinada como una funcion diferenciable del gradiente de deformacién. Se pueden encontrar
varias propuestas para energias de deformacién en la literatura. En el presente trabajo se utiliza la energia
de deformacién de Ciarlet (Bertram [40]),

A* *
T Ul —nlllp 1) + %(IB — InIllg — 3), (2.103)

donde \* y p* se denominan constantes de Lamé.

P =

El tensor de Cauchy o, se obtiene de (2.103) de la siguiente manera

o= 2p%B. (2.104)
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Luego, con el objetivo de obtener (2.104), se hace necesario calcular la forma explicita del gradiente de
deformacion F',

F=x®Vg, (2.105)
=r(ro)e, ® (airoe”’ + %aieoeeo m%e%) (2.106)

por lo tanto
F=re,®e,, + %(eneo ® eq, + ﬁemﬁo ® eg,)- (2.108)

Pero como se ha considerado que 8 = 6y y ¢ = ¢g, se puede reemplazar las derivadas por las correspon-
dientes calculadas en la seccién anterior (2.57)-(2.65), ademds, se puede reemplazar e, por e,. Luego,
el gradiente de deformacién F' toma la siguiente forma,

F=re ®e,+ L(eg Reg+ ey ®ey), (2.109)
To
o en forma matricial
r 0 0
F=1 0 = 0 ]Je®e, i,j=r,0,0. (2.110)
0o o0 =~
To
De (1.191) se deduce que
2
r
B = (T/)26T®€T+ﬁ(69®69+6¢®6¢), (2.111)
0

Proposicion 2.7. El tensor de tension de Cauchy en la configuracion actual es
)\*
U—p(u*(BI)wLQ(IIIBl)I), (2.112)

Demostracion. Expandiendo la derivada en la expresién (2.104) por medio de la regla de la cadena, se
obtiene

oy o olp oy Olllp
9B~ 0lp 0B 0l 0B (2.113)

donde
olp olllp 7
— =1 =1lIgB™". 2.114
a5 — 1 5B B (2.114)
Entonces o adopta la siguiente forma
B oy Olp oy Olllp
7 =2 <8IB oB " omi; oB )P (2.115)
_ N o -7
I A* S —
=2p|—=I+—(Ip—-1)B™" ——B B. 2.11
p(fg 1 g - 0BT BT (2117)
Finalmente
)\*
a:p(u*(B—I)+2(IIIB—1)I). (2.118)
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Pero como se indicé anteriormente se prefiere la configuracién natural para el estudio del problema de
crecimiento.

Proposicion 2.8. El tensor de tension de Cauchy en la configuracion natural es

o =0l . Re,. +o5(egDegt+e,ey), (2.119)
donde
1 "2 A
ol = (u(<r3 — 1)+ (M ga — 1)) : (2.120)
I g g 2
1 ( r2 A
el
0'09 = ,U,( - ].) + *(III el — ].)) . (2121)
S ga \ 975 2B

Demostracion. Usando (2.83), se puede reemplazar

Po
p= Jel» (2.122)

donde
J = det(F) = M o = /I g (2.123)

Pero en la seccién 2.3 se asume que el tensor simétrico y definido positivo G, tiene la siguiente forma
G = gI (crecimiento isotrépico). Por tanto
7"'7‘2
J = (2.124)
g°To

La ecuacién para o puede reescribirse en la configuracién natural ke, gracias a la relacion

F =F°@G, (2.125)
entonces haciendo pou™ = py poA* = A,
1 A T
ol = - (,,L(Bel ~D+ 5 () - 1) I) , B =F9 (F1> , (2.126)
donde
Fl=FG'=g e ®e + g_lri (eo ®eg+e,Rey), (2.127)
0
y como consecuencia
2
r
B = ¢7%(r")%e, @ e, + gfzr—2 (eg ®eg+esRey). (2.128)
0
Luego,
o =cle, e, +obh(es Degt+esDey), (2.129)
donde
1 ’)? A
o° = (u( (Tz? 1)+ S ga — 1)) , (2.130)
I g g 2
1 r? A
1
Ogp = (u( -1+ (Il ga — 1)) . (2.131)
ST ga N 978 27" B



56 Capitulo 2. Crecimiento de un tumor

El objetivo de esta subseccién es obtener completamente la ecuaciéon de balance de momento lineal para
un solo componente utilizando la teorfa de mezclas, la cual debido a que no hay interacciones (g = 0)
toma la forma

9(pv)
ot

Proposicion 2.9. La ecuacion de balance de momento lineal (2.132) se rescribe en la forma equivalente

(pv®@v) =Vg -0+ pb+ pl'v. (2.132)

Dv

Por = Vg o+ pb. (2.133)
Demostracion. Utilizando (1.103) y (1.105)
0 0 ov
Aev) 4 Gy (@) = Lo+ p2 4 oV - (00 0) + (v ©0) Vap (2.134)
ot ot ot
0 ov
af v+ e +p(Vezv)v+pv (Vg -v) +v(v-Vep). (2.135)

Pero la ecuacién de balance de masa (2.20) toma la siguiente forma teniendo en cuenta la relacién (1.102)

a(p)

9 TV Vep+p (Vg -v)=pl. (2.136)

Combinando (2.136) con (2.135), se obtiene

d(pv ov
(gt ) (pr@v) =p— 5 +p(Vgv)v + pl'v. (2.137)
Es decir,
D

p?’;} = Vg - o+ pb. (2.138)
O

Proposicion 2.10. La ecuacion de balance (2.133) toma la siguiente forma

(07?}”)/ 2 el
St (o = ogg) + bt =0, by =0, by=0. (2.139)

Demostracion. Haciendo uso de la definicién del producto tensorial, las propiedades de las bases ortonor-
males (2.54)-(2.56) y las relaciones (2.57)-(2.65)

Vg -0 = Uiar(er ®er)e, + U'rr(e”‘7 ®er)e, + Urr(er ® err)er + ‘709(6¢> ®ey)e, +

+agy(esr @eple, +agyley @ egr)er + gy (es @ egle, + ogp(en, @ eg)e, +

+ 0810(69 ® 6077“)67" + % (0'7% 0(67“ ® 67)69 + oy (er,e oy er)ee + Ug-(er & 67-,9)60 +

+ 05hg(€p ® ep)eg + ogp(esn ® epes + ogp(es ® e p)es + oy o(es © eg)eg +

+0_e1 (6 ® el 1

sh(€0.0 @ epeg + ogp(es @ ego)en | + g | 0h.o(€r @ €r)eg +

+op(ers ®@er)es +o5(er @ erg)es +agy (eo @ egles + agy(eny @ egleg +

+ ogp(es @ egg)eg + oy 4(ep ® eg)es + agy(eso @ ey)ey + agpes ® e¢,¢)e¢>, (2.140)
es decir,

1
el _ el el el el
= UT’!‘,T + ;07‘7’ — ;0'99 — ;0’00 €, (2141)
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luego aplicando la férmula (2.67)

/
ocl 2
Vg, 0% = @ + (02 —osh) | e (2.142)
r r
En el caso de los tejidos bioldgicos, las velocidades son tan pequenas que se pueden excluir los términos
inerciales. Entonces la ecuacién (2.133), puede reescribirse como

Vi, 0%+ pb=0, (2.143)

es decir, (2.143) se transforma en el sistema

(05) 2 0
T + ;(UTT‘ — 0'90) + pbl - 0, b2 = 07 b3 =0. (2144)

O

La existencia y unicidad de un problema de contorno para la ecuacién (2.139) se analizard més adelante
(subseccién 2.4.7).

2.4.3 Principio de disipacion de la energia

En esta subseccion se mostrara como el andlisis de una relaciéon que tiene sus principios en la inecuacién
de Clausius-Planck (Holzapfel [28]) conduce a relaciones constitutivas que, en adicién a los principios
clasicos de la Mecdnica de Medios Continuos, proporciona un acoplamiento directo entre la tensién y el
crecimiento.

De acuerdo a Ambrosi y Guana [41], en el presente contexto se ignora la energfa térmica y se con-
sidera que existen dos maneras en que la energia es suministrada al sistema: trabajo de fuerzas externas
que estén en balance con las internas y energia proveida especificamente para el crecimiento (esta energia
puede derivarse del consumo de nutrientes). La energfa suministrada al sistema por estas vias, serd a
lo sumo almacenada como energia mecanica. Entonces se escribe el siguiente principio de disipacién
(Ambrosi y Guana [41]),

(Jpyp) < Jo : L+ J¢, (2.145)

donde v es la energia libre por unidad de masa del cuerpo y & es la energia por unidad de tiempo sumi-
nistrada externamente para el crecimiento. Bajo deformaciones isotérmicas la energia libre por unidad
de masa del cuerpo es identificada por la energia de deformacién, luego 1) = ¢ (F®) (Taber [27]).

La investigacién de (2.145) conduce a una relacién constitutiva que describe el acoplamiento entre la
tensién y el crecimiento. Adoptando el procedimiento propuesto por Di Carlo y Quiligotti [42], ésta
inecuacion es efectiva cuando se admite que la energia para el crecimiento es suministrada de forma ex-
terna como el trabajo de algun tipo de fuerzas que gobiernan el proceso de crecimiento y que se llamaran
fuerzas acrecentadoras. Del mismo modo en que las fuerzas estandar estian asociada a la configu-
racion actual, la fuerza acrecentadora estd asociada a la configuracion relajada. Del mismo modo en
que el balance de las fuerzas estandar rige el movimiento, el balance de las fuerzas acrecentadoras rige
el crecimiento. La introduccién de estas fuerzas de naturaleza “oscura”es una herramienta efectiva que
ayuda en la modelacion de un sistema complejo, el cual no es bien entendido respecto a sus mecanismos
internos. Especificamente se asume que

£=pM : GG, (2.146)

donde GG~ mide la velocidad de las fuerzas acrecentadoras y M es el tensor referente a las fuerzas
internas que estan en equilibrio con las externas IN; es decir,

M = N. (2.147)
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Esta es la ecuacién de balance de las fuerzas acrecentadoras. La ecuacién (2.147) es entendida como
una idealizacién de todos los estimulos biomecanicos que inducen crecimiento, representados bajo el
formalismo de balance de fuerzas.

Proposicién 2.11. El principio de disipacion de energia (2.145) puede escribirse en la forma equivalente
(Jela(Fel)*T — ¢, g ) Fl g ((Fel)TJdo-(Fel)’T M- w) LGG > 0. (2.148)

Demostracion. Notando que J = J‘SIJG, la desigualdad (2.145) se puede escribir como

/_/.% .
(J'Igqpd) < Jo: L+ JpM : GG, (2.149)
pI (Jat) + T (pJ®) < Jo : L+ JpM : GG, (2.150)
entonces de (2.83)
pI(Jgv) < Jo: L+ JpM: GG, (2.151)
es decir,
pJ g + pI g, pe: FO < Jo : (FF~') + JpM : GG, (2.152)
pJOT TG+ pJtb, o s F < Jor - ((Féla)(FelG)—l) +JpM : GGl (2.153)

Perol' =tr(GG™H) =G T : G
pJYG ™" G+ pJip,pe: F¥ < Jo <F;91(Fel)‘1 + FelGG‘l(Fel)_l) +JpM : GG, (2.154)
entonces
VG G+, pa: F < J% FYFN 4 Jg . FIGG (F) L + M : GG (2.155)
Reagrupando los términos en la tltima expresién y teniendo en cuenta que,
GT:G=1IG"):G=1:(GG™), (2.156)
(J9) : FNFY)~! = Jlo(F) T F°, (2.157)
J% : FUGG N (F) ™ = (F) ") : GG (F) T = (FHYT I (F)" T GG™',  (2.158)
se deduce que
I (GG™Y) + 4, pa: F < J% (F) T F' 4 (FYT Jlo(FY T . GG + M : GG~ (2.159)
y finalmente
(Jela(Fel)*T — ¢, g ) Fl g ((Fel)TJela(Fel)*T M- sz) LGG > 0. (2.160)
O

La inecuacién (2.148) debe mantenerse vdlida para valores arbitrarios de Fe! y GG™!. Esto es posible si
y solo si

M =M* — (FT )% (F) T +yI,  J'o(F) " =4, pa, (2.161)
con la restriccién

M*:GG ' >0. (2.162)
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Asumiendo que
Mt =GG™, (2.163)
se logra que
M =GG™ ' — (FNHTJe(FH™T +yI. (2.164)
Teniendo en cuenta la relacién (2.161)2, se obtiene
GG =—(WI — (F)"¢, pu ) + M. (2.165)

En la investigacién de la ecuacién (2.151), cualquier eleccién del tensor M * satisfaciendo las restriccién
(2.162) es admisible; la forma (2.163) es escogida por su simplicidad.

Note que, de la relacién (2.161)4 el tensor 1, Fe puede ser interpretado como el tensor de Piola-Kirchoff
en la configuracién natural £°'. Ademds de (2.165), surge un tensor tipo Eshelby (Holzapfel [28])

E=vyl - (Fel)T - (2.166)
Usando (2.165) y (2.89)
I=tr(M—E). (2.167)

La funcién escalar (2.167) permite establecer una relacién entre crecimiento y tensién. Por tal motivo la
denominaremos término de crecimiento.

2.4.4 Evolucién de la concentracion de nutrientes

Cuando las células tumorales se ramifican en un tejido formando un esferoide multicelular, reciben sus
nutrientes a través de la superficie, los cuales se difunden en su paso hacia el centro del tumor. La segunda
ley de Fick, predice como la difusién' causa que la concentracién varie durante un periodo de tiempo.
La ley se formula de la siguiente forma

o= 6AN — fed, (2.168)

donde n representa la concentracion, § es el coeficiente de difusiéon y n.q denota el cambio en la con-
centracion de nutrientes debido al consumo y la dilucién de nutrientes como consecuencia del crecimiento.

En este contexto, se supone que la concentracién de nutrientes es constante en la superficie del tu-
mor, mientras que en su interior los nutrientes son consumidos para su crecimiento. Considérese ademss,
que la concentracién de nutrientes varfa a medida que tiene lugar el crecimiento. Sea N la cantidad total
de nutrientes en un volumen pequefio V, y sean = N/V la concentracién. El cambio en la concentracién
de nutrientes sin difusion es entonces

N NV

- — —. 2.1
AR (2.169)

hcd =

Se puede hacer la siguiente suposicién constitutiva: el consumo de N es —( proporcional al incremento
del volumen, es decir

N =—(V, (2.170)

dando como resultado

ot = — (C + 1) 2 (2.171)

V.

1Se refiere a difusién al movimiento de los dtomos a través de un material.
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Por otra parte, el incremento del volumen estd dado por la férmula Jg = % Entonces

. 8JG 3JG . Vi 1 . g
V=V =W G=Vy—G " :G=3V= 2.172
o VoG A 7’ (2.172)
es decir
V.9
— =32, 2.173
=5 (2.173)
Por tanto, se tiene que
flca = —3(C +n) g (2.174)
es decir el cambio general en n esta dado por
n// ,n/lr// 2n/ g
V=6 _ -~ ) = <, 2.1
i (o ot ) ey (2:17)

La ecuacion anterior tiene la forma de una ecuacién en derivadas parciales de tipo parabdlica, luego la
existencia y unicidad de la solucién de (2.175) se garantiza fijando una concentracién constante en la
frontera para todo instante de tiempo considerado y como condicién inicial una funcién continua (vedse
Evans [45]).

2.4.5 Ley de crecimiento

Como bien se indica en Ambrossi et al. [50], la identificacién de ecuaciones de evolucién apropiadas para
el tensor de crecimiento, constituye posiblemente uno de los problemas més desafiantes en Biomecénica.

En general, el proceso de crecimiento no puede ser considerado de forma independiente a las respuestas
mecanicas. Ademads, es razonable suponer que la ecuacién que describa el crecimiento debe depender de
la concentracién de nutrientes. Luego, la ecuacion que representa la evolucién del tensor de crecimiento,
se asume en general de la siguiente forma

G =G(ro,n, G,0°%,1). (2.176)

Entonces, se considera que el crecimiento es proporcional a la concentracién de nutrientes. Por otro
lado, desde el punto de vista biolégico aunque un mismo nutriente puede realizar varias funciones, se
pueden clasificar en energéticos (sirven de sustrato metabdlico para obtener energia, con el fin de que el
organismo pueda llevar a cabo las funciones necesarias), pldsticos o estructurales (forman la estructura
del organismo y también permiten su crecimiento) y reguladores (controlan las reacciones quimicas del
metabolismo). Por tanto se puede suponer que parte de los nutrientes es destinada a realizar las funciones
(o parte de ellas) antes mencionadas, dicha cantidad se denotara por ng.

Finalmente, la evolucion del tensor de crecimiento se tomard de la siguiente forma

g=(n—mng)lyg. (2.177)
La ecuacién anterior representa un caso particular de una ecuacién cuasilineal en derivadas parciales de
primer orden, entonces como el miembro derecho es continuo y no se anula, fijada la condicién inicial se
garantiza la existencia y unicidad de la solucién de (2.177) (vedse Elsgoltz [46]).

2.4.6 Planteamiento matematico del problema

El modelo puede ser resumido, de la siguiente forma

0= (Ufi)/ 2 el

o+~ (on — o) + pbu, (2.178)
n// n/,r,// Qn/ g
V=0 s st )~ = 2.1
e A R (2.179)

g=(n—no)l'y. (2.180)
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El sistema de ecuaciones diferenciales anterior debe resolverse, con el objetivo de hallar las funciones
incégnitas r, n y g sujeto a las siguientes consideraciones: a) r(R,t) y (R, t) se toman de forma tal que
en la frontera de la superficie la tensién radial sea cero, es decir, o¢. = 0, b) para hallar n se toma una
concentracién constante en la superficie y como condicién inicial n(r,0) = % ((%)? + 1) y c) el tensor

2
de crecimiento inicialmente es el tensor identidad, es decir, G(rq,0) = I.

Definiendo las siguientes variables adimensionales

wT? L. N | L?.

L2 P, b= ﬁb, n = ﬁn, 6= ?6, (2181)
entonces el problema (2.178)-(2.180) se rescribe (manteniendo los simbolos originales, es decir, sin “sombre-
r077 )

o=u'é, ro="Lry, t=Tt p=

RN

r + ;(o—rr - 0—216) + Pbl, (2182)
. nl/ n/,rl/ 2nl g
n=2~: <(T,)2 — 7(74’)3 + TT,) —3(t+n) 5, (2.183)
g=(n—mno)l'y, (2.184)

donde 7 = L3¢/N.

2.4.7 Presentacion y analisis de los resultados

En esta subseccidén, se describen los resultados obtenidos para el problema (ver subseccién 2.4) de mo-
delado de un tumor encapsulado en forma esférica, forma observada en los experimentos realizados por
Helmlinger et al. [39], dentro de una regién determinada del cuerpo. Cuyo crecimiento es entendido como
el crecimiento isotrépico y no homogéneo de su masa. El cual va a estar sujeto a fuerzas constantes o
que dependen del tiempo, que pueden surgir en su interaccién con tejidos adyacentes y que recibe sus
nutrientes a través de la superficie, los cuales se difunden en su paso hacia el centro del tumor.

El problema de existencia y unicidad de soluciones resulta un tema complicado en la teoria no lineal
y es sujeto de varias investigaciones (Ball [47] y Ciarlet [48]). Solamente para la elasticidad lineal tal
pregunta puede ser contestada para una amplia clase de problemas. Por otra parte, en la mayoria de los
casos no se podra encontrar soluciones analiticas para un problema dado. En tales casos al menos se trata
de hallar soluciones aproximadas. Como estrategia de solucién para resolver el sistema (2.182)-(2.184),
se implement6 una funciéon en Matlab 8.1 donde el tiempo se asumié discreto, lo que permite tener un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Tal consideracién permite garantizar para cada instante
del tiempo la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién (2.182) (vedse Robinson [49]), pues
al despejar r” en funcién de ' y r en (2.182), es decir " = F(r',r,10), se tiene que F, 8?/ v % son
continuas en su dominio (Apéndice A). Se fijan entonces las variables sin dimensién: pg = 0.1, p* = 1,
\* = 0.6666663, ng = n/10%, § =5y 7 = 1. Luego, la solucién obtenida (usando una combinacién de
los métodos de Runge-Kutta de orden cuatro y de disparo) del sistema (2.182)-(2.184) brinda resultados
significativos. Se puede observar en las figuras Fig. 2.2 (izquierda) y Fig. (2.3) (izquierda) que el cuerpo
aumenta su tamano segiin aumenta el tiempo, cuando el tumor no estd sujeto a fuerzas (b; = 0); este
comportamiento tiene relacién con la evolucién real de este proceso. Se puede hacer la generalizaciéon de
que la mayor parte de los tumores benignos crecen lentamente a lo largo de un periodo de anos, mientras
que la mayor parte de los tumores malignos crecen rapidamente. Sin embargo el comportamiento real es
muy amplio. Ciertos tumores malignos crecen lentamente durante anos y después, abruptamente, aumen-
tan la velocidad de crecimiento, extendiéndose de forma explosiva para causar la muerte en un periodo
breve de tiempo. Diferencias sustanciales son detectadas al comparar estas curvas con las obtenidas al
variar la fuerza, Fig. 2.2 (centro y derecha) y Fig. 2.3 (centro y derecha). Se nota que la variacién
de la fuerza tiene efecto directo en el volumen final del tumor, es decir, a medida que esta aumenta, el
radio final es menor. Ocasionalmente, se ha observado que existen tumores que disminuyen su tamaio,
e incluso llegan a desaparecer espontdaneamente. En varios trabajos, el volumen del tumor es contro-
lado por la falta de nutrientes, por ejemplo, Ambrosi y Mollica [12]. En Padera et al. [51] se mostrd
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que las tensiones mecdanicas que surgen del crecimiento del tumor comprimen las venas en los tumores
y que esta compresion interfiere con el consumo de nutrientes. En Casciari te al. [52] es indicado que
la concentracién de nutrientes y los niveles de pH en la region interior de un esferoide multicelular son
bastante bajos como para causar cambios significativos en las tasas de crecimiento celular. En el pre-
sente trabajo una concentracion constante de nutrientes en la superficie frontera es considerada. Bajo
estas condiciones, los resultados muestran que la fuerza b ejerce gran influencia en el desarrollo del tumor.

Dado que el crecimiento estd influenciado por el estado de tensién y de deformacién en el tejido, una
formulacion de los mecanismos de crecimiento debe incluir una relacién entre crecimiento y tension. En
el presente trabajo dicho acoplamiento se logré haciendo uso de un principio de disipacién de energia. La
relevancia del uso de dicho tipo de principio ha sido tomada en cuenta por diversos autores, por ejemplo,
en Narayanan et al. [53] se obtiene que la disipacién de una gran cantidad de energia libre es desfavorable
para la supervivencia de las células. Luego, nuevas perspectivas surgen para el estudio del cancer a través
de la explotacién de la tasa de energia libre como una medida de comparacién de los procesos fisicos que
gobiernan la progresién de la enfermedad. Durante muchos anos, los cientificos se han encontrado con
respuestas inesperadas en el tratamiento del cancer, pues llega un momento en que se hace resistente a las
drogas (Agus y Michor [2]), luego un camino posible en la erradicacién de la enfermedad puede consistir
en la combinacién de estos tratamientos con las respuestas mecanicas. Las figuras Fig. 2.4, 2.5 y 2.6,
ilustran las tensiones (radial y tangencial) que tienen lugar en el sélido. Es interesante observar en los
casos de las figuras Fig. 2.4 (izquierda), 2.5 (izquierda) y 2.6 (izquierda) que a pesar de que la fuerza es
cero, las tensiones son diferentes de cero. En tal caso se dice que el crecimiento estd acompanado por
tensiones residuales. En Skalak et al. [54] se describe la ocurrencia de las tensiones residuales debido
la crecimiento volumétrico no homogéneo. Como es indicado en Rodriguez et al. [55] una formulacién
general para el crecimiento debe permitir la posibilidad del surgimiento de tensiones residuales producto
del crecimiento. En el caso de la Fig. 2.4 (derecha) cuando b; = 0.8 la tensién radial es la misma para
los tres instantes de tiempo considerados. También se observa este fenémeno en las curvas de las figuras
2.5y 2.6.

Spheroid radius
Spheroid radius

Spheroid radius

Figura 2.2: Radio (r) para diferentes fuerzas (by = 0, by = exp(t)/40 y by = 0.8, respectivamente).
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Figura 2.3: Funcién de crecimiento (g) para diferentes fuerzas (by = 0, by = exp(t)/40 y by = 0.8,
respectivamente).
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Figura 2.4: Tensién radial (o¢) para diferentes fuerzas (by = 0, by = exp(t)/40 y by = 0.8, respectiva-
mente).

Tangential stress
-
Tangential stress
Tangential stress

Figura 2.5: Tensién tangencial (0§,) para diferentes fuerzas (by = 0, by = exp(t)/40 y by = 0.8, respecti-
vamente).
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Tangential stress
Tangential stress

Figura 2.6: Tensién tangencial (021(15) para diferentes fuerzas (by = 0, by = exp(t)/40 y by = 0.8, respecti-
vamente).

2.5 Comparacion de los resultados con datos experimentales

Recientemente, se pudieron realizar experimentos (Helmlinger et al. [39]), demostrando que las respuestas
mecdnicas pueden afectar la progresién de un tumor. En Helmlinger et al. [39] es proveido un método para
controlar el crecimiento de una esferoide multicelular in vitro. En dicho trabajo se experimentaron con
tres tipos de tumores, entre ellos se encontraba el adenocarcinoma de colon (LS174T). Los experimentos
mostraron que producto de la tensién sélida (presién ejercida sobre un sélido por otro sélido) se obtiene
una supresién del crecimiento de un tumor. Luego con el objetivo de validar los resultados obtenidos en
la tesis, estos se comparan con los resultados experimentales mostrados en Helmlinger et al. [39] (Fig.
2A) para un tumor en suspensién libre y en un gel al 0.3%.

Desafortunadamente, en los trabajos experimentales concernientes al problema en cuestién, no existen
referencias confiables sobre los valores de las constantes eldsticas, debido a que los datos que pueden ser
encontrados, se refieren a estudios sobre tejidos extraidos o que fueron obtenidos de cultivaciones in vitro.
En ambos casos las medidas pueden diferir de aquellas que presentan estos tejidos en la realidad, es decir,
dentro del organismo. Jurvelin et al. [43] reportaron coeficientes de Poisson de tejidos de pulmones y
cartilagos, v, = 0.3 y v, = 0.18, respectivamente. En el presente trabajo se toma el coeficiente de Poisson
para el tejido del tumor como v, = 0.2 y el médulo de compresibilidad para el adenocarcinoma de colon
(LS174T), como estd dado en los experimentos de Netti et al. [44]. Los valores para las constantes de
Lamé se dan en la tabla Tabla 2.1 y se toma pjg = 0.1Kg/cm3, ps = 0.01Kg/cm?, ng = n/10%mol/cm?
yd=15-10"%cm?/s.

Tabla 2.1: Pardametros

Tipo de tumor K (N/cm?) p* (N/em?) M (N/em?)
LS174T 0.399966 0.2999745 0.199983

Se nota en la figura Fig. 2.7 que a medida que se aumenta b, el valor final del radio del tumor va
siendo cada vez menor, acorde a los datos experimentales. Al comparar los resultados en suspensién
libre, se detecta que los resultados numéricos se acercan a los resultados obtenidos en los experimentos
de Helmlinger et al. [39]. Un poco mas alejados de los resultados hallados en [39], se encuentran aquellos
obtenidos cuando la fuerza es no nula, sin embargo se llega al mismo resultado cualitativo, al aumentar
b disminuye 7.
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Figura 2.7: Comparacién del radio con datos experimentales.
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CAPITULO 3

Conclusiones generales y
recomendaciones

3.1 Conclusiones generales

En el presente trabajo se ha desarrollado una formulacién general para el desarrollo volumétrico finito,
en el cual se tuvo como principal objetivo caracterizar el crecimiento isotrépico de un tumor esférico
encapsulado. Con tal propdsito se ha utilizado como base tedrica la teoria de multiples configuraciones
naturales, que habilita el uso del acercamiento Lagrangiano para estudiar el problema de crecimiento,
ademads de permitir modelar simultdneamente el cambio en masa y las tensiones que acompanan a dicho
cambio, posiblemente causado por la aplicacién de fuerzas o por el mismo crecimiento en si. Dicha ventaja
no debe menospreciarse, la introduccién de tal herramienta, es ttil a la hora de estudiar los diferentes
fenémenos cuya descripcién requiera el conocimiento de la tensién del cuerpo durante el crecimiento.

El modelo presentado en la tesis se construyé usando las ecuaciones de balance de masa y de balance de
momento lineal, la evolucién de los nutrientes que son consumidos por el tumor para su desarrollo y de la
incorporacién de un principio de disipacién de energia que permitié vincular la tensién con el crecimiento.
Los resultados numeéricos fueron obtenidos a través de un programa que se implementé en Matlab y los
pardmetros fisicos se tomaron de datos experimentales existentes en la literatura para el adenocarcinoma
de colon (LS174T). Los resultados mostraron que:

- El tumor incrementa su volumen al aumentar el tiempo.

- La variacién de la fuerza b tenia gran influencia en la evoluciéon de la enfermedad. En general, el
radio final del tumor era menor si la fuerza ejercida se tomaba cada vez mayor.

- Al comparar estos resultados con los obtenidos experimentalmente, donde los experimentos mostra-
ron que producto de la tensién se obtiene una supresién del crecimiento de un tumor, se obtuvieron
caracterfsticas cualitativas similares (tomando pardmetros los pardmetros fisicos de datos exper-
imentales). Luego como el crecimiento puede estar influenciado por el estado de tensién y de
deformacion del tejido, una formulacién completa de la mecanica de crecimiento debe incluir una
relacién entre el crecimiento y la tensién (o de la deformacién).

- Respecto al comportamiento de las tensiones durante el crecimiento, se observé que al considerar
b = (0,0,0) estas eran diferentes de cero, es decir, emergfan tensiones residuales, lo cual estd de
acuerdo con el problema en cuestion, pues una formulacion general para el crecimiento debe permitir
la posibilidad del surgimiento de tensiones residuales producto del crecimiento.

Luego resulta que el estado de tensién del problema estudiado y su interacciéon con el medio exterior,
desde el punto de vista mecanico, tiene gran relevancia en la caracterizacién del crecimiento de un tumor.

3.2 Recomendaciones

La investigacion realizada todavia posee, varias extensiones y problemas abiertos.

67
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- La representacién isotrdpica del crecimiento es una simplificacién del problema estudiado, pues
la mayoria de los tejidos bioldgicos poseen una microestructura altamente anisotrépica, luego es
natural incorporar efectos de crecimiento anisétropo.

- El estudio de un modelo multifdsico puede ser considerado, tomando las células cancerigenas y la
matriz extracelular como un componente sélido y al fluido intersticial como el componente liquido.

- La consideracién de otros tipos de geometrias permite el estudio de otros tipos de tumores, por
ejemplo, las cuerdas tumorales, estos son tumores que envuelven las venas formando cilindros.

Pero de todos los aspectos que se pudieran mencionar para el mejoramiento de nuestra formulacion, la
mayor prioridad recae en la necesidad de datos experimentales que contribuyan a la construccién de una
ley constitutiva apropiada para el crecimiento. El estudio presentado entonces, tendria mayor valor para
los bidlogos y clinicos, pues permitiria conocer en mayor grado las patologias del crecimiento y asi poder
predecir el desarrollo de la enfermedad.



APENDICE A

Comprobando condiciones de
existencia y unicidad

Con ayuda del programa Wolfram Mathematica 9 se puede garantizar para cada instante del tiempo la
existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién (2.182).

(*Se definen las constantes elasticas y otras*)
lambda; mu;

rhol0;

bl;

(*Relaciones*)

rho = (g[z]"3 * 2 x rho10) /(r'[z] * r[z]"2);

Sigmaelrr = rho * (mu x ((r'[z]"2)/(g[z]"2) — 1) + (lambda)/(2) * (((r'[z] * {z]"2)/(g[z]"3 » 2"2))*2 — 1));
Sigmaeltt = rho * (mu * ((r[z]"2)/(g[z]"2 * 2"2) — 1) + (lambda)/(2) * (((r'[z] * r[z]"2)/(g[x]"3 * "2))"2 — 1));

(*Ecuacién de balance de momento linear*)

eql = FullSimplify[(D[Sigmaelrr, z])/(r’[z]) + (2 * (Sigmaelrr — Sigmaeltt))/(r[z]) + rho * bl];

thelo (r’[:ﬂ] (f(lambda + 2mu) 2 g[2]%r[z] (2g[x] + 3x¢[z]) + 223g[z]® (f2mur[az]2+
z%g[z]?(lambda + 2mu + blr(z])) r'[z] + r[z] (4muzg[z]® — 2lambdag[z]r[z]* + 2muz®g[z]*g [z]—
3lambdaxr(z])*g’[z]) r'[z]* + 2lambdaxg[z]r[z]*r'[z]*) + zg[z]r[z] ((lambda + 2mu)z*g[z]® + (2muz?g[z]*+

lambdar([z]*) r'[z]?) r"[z])

(*Para verificar las condiciones de existencia y unicidad se despeja la ecuacién anterior en funcién de r”*)

Solveleql == 0,7”[z]];

r'[z] — — (r'[z] (—2lambdazg[z]r[z] — 4muz?g[z] r[z] — 3lambdaz®g[z]°r[z]g [z] — 6mua®g[z]®r[z]g’ [z]+
2lambdax®g[z]7r'[x] + dmuz®g[x] ' [z] + 2blad g[x] r[z])r! [2] — dmuzig[x]®r[x)?r [z] + dmuxig[z])Pr[z]r! (]2~
2lambdag[z]r[z]°r'[z]? + 2mua®g[z]*r[z]g’ [z]r'[z]* — 3lambdazr[z]®¢ [z]r'[z]* + 2lambdazg[z]r[z]*r'[z]?)) /

(zg[z]r[z] (lambdaz?g[z]® + 2muz?g[z]® + 2mua? g[z]*r'[z]? 4 lambdar[z]*r'[2]?))

(*Para comprobar la continuidad del miembro derecho de la relacién anterior se busca el denominador*)
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Simplify[

Denominator|

— (r'[z] (—2lambdaz*g[z]"r[z] — 4muz*g[z]r[z] — 3lambdaz®g[z]®r[z]¢’[z] — 6muz®g[z]Cr(z]g’ [x]+

2lambdaz®g[z]7r'[z] + 4muadg[z]"r'[z] + 2blaSgla] r [} [z] — 4muzPgla]Priz)?r[a]+

smuztgla]Priz}r[]? — 2ambdaglz]ria]r[]? + 2muzSgle]riz]g’[z]r[x]? — Slambdazr(a]y[c]r'[]?
+2lambdazglalr(e]*r'[2]?)) / (zglalrle] (lambdaziglz]® + 2muztgla]® + 2muziglz]*r[a]?+
lambdar[z]*r'[z]?))]]

zg[z]r[z] ((lambda + 2mu)z*g[z]® + 2mua? g[z]*r'[z]? + lambdar[z]*r'[2]?)
(*Las cantidades que tienen lugar en el denominador se asumen o se toman positivas para resolver

el problema (2.182)-(2.184) por lo que el denominador es distinto de cero.*)

(*La derivada del miembro derecho de la ecuacién de balance de momento lineal respecto a r tiene

que ser continua. Para comprobarlo se busca el denominador de esta derivada.*)

Denominator|

Simplify|

D

— (r'[z] (—2lambdaz*g[z]"r[z] — 4muz?g[z]"r[z] — 3lambdaz®g[z]®r[z]¢’[x] — 6muz®g[z]®r[z]¢’ [z]+

2lambdaz®g[z]"r'[z] + 4muz®g[z]"r'[z] + 2bl2dg[z] r[z]r' [z] — 4muzdg[z]Sr[z])?r! [z]+

4dmuzig[z]3r[z]r’[z]? — 2lambdag[z]r[z]®r'[z]? + 2muxSg[z]ir[z]g'[z]r'[z]? — Slambdazr|z]|®¢’ [z]r'[z]?+
2lambdazg(z]r([z]*r'[z]3)) / (zg[z]r[z] (lambdaz?g[z]® + 2muzg[z]® + 2muzig[z]*r'[z]2+
lambdar(z]*r’'[z]?)) , r[z]]]]

r[z]? ((lambda 4 2mu)z*g[z]® + 2muz?glz]*r'[2]? 4 lambdar[z]*r’ [x]2)2

(*Las cantidades que tienen lugar en el denominador se asumen o se toman positivas para resolver

el problema (2.182)-(2.184) por lo que el denominador es distinto de cero.*)

(*La derivada del miembro derecho de la ecuacién de balance de momento lineal respecto a r’ tiene
que ser continua. Para comprobarlo se busca el denominador de esta derivada.*)

Denominator|

Simplify|

D[

— (r'[z] (—2lambdaz*g[z]"r[z] — 4muz*g[z] r[z] — 3lambdaz®g[z]®r[z]¢’[z] — 6muz®g[z]Cr(z]g’ [x]+
2lambdaz®g[x]"r'[z] + 4muz®g[z]r'[z] + 2bladg[z] r[z]r'[z] — 4muzdg[z]®r[z])?r’ [z]+

Amuzig[z]3r[z]r’[x]? — 2lambdag[z]r[z]>r'[z]? + 2muxdg[z]*r[z]g [z]r'[z]? — Slambdazr|z]® ¢’ [z]r[x]?+
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2lambdazg[z]r[z]*r'[2]®)) / (zg[z]r[z] (lambdaz*g[z]® + 2muz?g[z]® + 2muzg[z]*r’[z]>+
tambdarlel*[21%)) , [e]]]]

zg[z]r[z] ((lambda + 2mu)z*g[z]® + 2muz g[z]*r'[z]? 4 lambdar[z]*r’ [x]2)2

(*Las cantidades que tienen lugar en el denominador se asumen o se toman positivas para resolver

el problema (2.182)-(2.184) por lo que el denominador es distinto de cero.*)
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