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IPROLOGO 

Ha sido nuestro prop6sito al elaborar este curso presentar la aplica­ 1 

ciones de la teoria de grupo a la simetr1a de las mol~as en una for­

ma sencilla, . tratando de evitar que la complejidad matemft.t:l.ca del tema 

a tratar no entorpe!.cá su aimilaci6n. Lu demostraciones muy compli­

cada han sido omitidas, y s&lo aparec.en los teoremas )is ices neceslll'iu 

para el estudio de la simetr1a de lu molk:ulas. Se ha asumido que el 

lector estl f_iliarbado con el llgebra. de matrices. El curso puede 

dividirse en tres partes bien definidas. 

l.) Nociones de teor1a de grupo. Aqu1 se introducen de lIICIera sencilla 

;Los 	 conceptos .Fundamentales de la teor1a de grupo que posteriormente 

serian aplicados a la deterndnac16n de 1... fl'Upos puntwlJ.es. 

2.) 	Simetr1a molecular, donde se discuten un poco • profundamente lo8 

elementos de simetr1a de las mollcul.u, mostrandose ejemplos concre.;. 

tos. Esta parte del curso neces.ita la a.yuda de medi.. audiovisUáles 

y eS su objetivo el que el lector sea capu., con la a.yuda del dill91'.! 

ma de bloques, de determ::l.nar el grupo puntwIJ. a que pertenece cual­

quier molb].a, conociendo sus elementos .de si.metr1a. 

3.) 	Teor1a de las representaciones. Se establece la representaci6n ma­

tric1ál de lu op~aciones de simetr1a y se anal1!.an ·sus propie4a­, 
des·, llegando$e hasta la interpretaci6n de las tablas de caracteres. 

Se ha hecho especial hincapif: en la presentaci6n de la parte 2.), tra­

. tanclose de introducir el mayor numero de ejemplos posible, debido a-·la 

importancia ~ tiene para las aplicaciones qu1:micas el conocimiento de. i\. 
las si.metr1as. 

( 

Este curso ha sido elaborado, por rumies docentes, en un breve esp... 

cio de ti~, adaptandose ::I.nmed\atamente para publicaci6n. llogamos se 

dispense cualquier OIIIisi6n que puediera aparecer en el mismo, y de igu.al 

forma agradeceremos cualquier sugerencia o cr1tica. 

La Habana, Enero 24 1979. 

El autor 
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P*""" ''1*-" 

In4:1.ce-., ­

1.- 'lEORIA DE GRUPO Y SIHE'IRIA ~IOLECUJ..AR 

1.1 Int:r.duccimt 


1.2 Defin:l.ci6n de grupe. Propiedades 


1.3 Grupes infinites 


1.4 Grupes finites. Tabla de Calley 


1.5 Grupes is_rE. 


1.6 Per1ede de un elemento. Grupes c1clic. 


II.- COMPLEJOS. SUBGRUPOS y CLASES 


2.1 Complejes. Leyes de cempesicilm 


22. Subgru.pes. Teerema de Lagrange. Cerolaries, 

2.3 Clases. Propiedades. 'Iransfermacimt de semejanza 


III.- SrnE'IRIA MOLECULAR 


3.1 Elementos y eperaciones de siJnetr1a 


3.2 Inversimt. Centro de inversimt 


3.3 Retacienes propias. Ejes propies 


3.4 Planes ,de sinletr1a. Reflex.imt 


3.5 Eje impropie de rotacimt 


3.6 Producto de eperaciones de sÍJnetr1a. Elementos equivalentes ,j 

li

IV ,- GRUPOS PUN'lUALES DE Snm'IRIA 

4.1 Introduccimt 


4.2 Determinaci6n de les grupes puntuales 


4.3 ldentificaci'n sistemfl.tica de las J11jtl~las 


44. Ejemples de determinaci'n del grupo P\D'ltual 

4.5 Clases de operaciones de sÍJneb-1a
. 
V.- 'lEORIA DE LAS REPRESEll'IYlClONES 

5.1 Matrices 


5.2 Caracter de una matriz. Propiedades 


5.3 Operaciones de sÍJnetr1a en netaci6h matricial 


5.4 Representaci6n matricial 


5.5 Representaciones reducibles e irreducibles 


5.6 Propiedádes de los caracteres de las répresentaciones' 


5.7 Tablas de caracteres 


http:In4:1.ce


'.8 lle4ul:<:iIm. ele representaciC1es

'.9 Caracteí'es cemplejas. Netacib. Tülas. 

-e .. 

1.- 'l'EOllIA DE GlI.UPO Y SIHETlIA MOLECULAlt 

1.1) Introdu.cci6n. 

Desele el punto de vista matem1ttico la teor1a ele grupo es una 4isc1p~ma 

1n4ependiente, no relacionada directlaente a ninsfm tipo de stllletrIu. 

Sin flIIIbvgo, IIII:IChos de sus resultlldes pUe6en ser, y s_, apl1c1ldes 111 es­
tudio de la s_trIa de 1.. lIIOlecul... Las lII8lecul_ poseeD, por regla 

generll1, elementos de sillletria (centl'Os de :imrersi6n, planos de re.fle­

xitm, etc.), y el agrupar las molf:cu1as de llCUerde a las operaciones de 

s i.me trIa lJeDeradu por es tos elemen toa silllpl1fica graDd.elllerlte el p:rellllil!llllll 

de describir la estructura molecular. Se vd tlespuh que el conjunte de 

las operaciones de simetr1a generad.- poi- los elsenttÍs ele s:imetria de 

cualquier molf:cu1a Eo1'llla un grupo puntual. AI'J.eJds, elposi1:lle nflme:ro ele 

grupos puntuales. es E:lnito. Es por esta raztm que se hace uso ele la tee­

ria de grupo, con el E:ln de "ene_Ul.... a cllda mollcula en su C01"J.'espen­

diente grupo puntual. Es decir, 1ma vez c:cmocidas las propiedades ele te­

d.s los grupos, sl se logra tteac:asl11artt una mol!cula en 1m grtlpo elete:l'll!! 

nade la ha'trremos descrito totalmente, en CUlUlto a lo que a s:i.metria se 

refiere. 

Comenzaremos, pues, anal1z.edo las princ:ipales propiedades de los gru­

pos. y mis adelete veremos que relacifm tiene esto cm las s:imetriaS ele 

las moleculas. Aprenderemos a "encasillar" una determ:lnada mollcula·en 

su correspondiente grupo puntual conociendo sus elementos de simetria, y 

Einalmente veremos de que Eorma se representan comunmente los grupos puno­

tuales de simetrI. de -las mo16culas. 

1.2) Def'i:{¡icifm de grupo. 

Sea G .. {A, !. C, ••••• \ un cierto conjunto (Ein:fto o inf'ini to) de 

elementos, respecto a los cuales se det1ne una ley de compos1cifm. Esta 

ley de composicifm se representa como Un predUC:to O • C ,.mque, en ge­

neral, la ley de composici6n !lO tiene que ser una IIIIlltiplicacifm (pudierll, 

ser una suma, etc.). Supondremos. en general, que Ali ¡. M. Les elementos 

A. S, C, ••• etc. pueden ser cualquier cosa (nilmeros, operaciODes de' s1D!S 

trIa, etc.). Entonces, por definici6n, el conjunto G ser" un grupo si s":' 

1 

_. 
....:......~~...• ~............iiI·••____.. 


.'- ~ 

I 



tUl.::e las sigÚ1entes condicierlesl 


1_ Ea C.e:rT* ¡oeapecto a la ley de COIIIpOsici6n 


AB. - e =,::t C '= G 


2':" La ley 4e ~ic:l6n es asociativa, 


(AB)e _ ....{Ie) - AlIC 


3:... Existe el elemento unitU'io E tal que 


'ti A E. G ~ .lB - EA - A (E é. G) 


4_ axiste el elellle:rlto 1nveI'so • rec:S,p:roco de cada elemento 

A e. G .~ A-lE. G lA-lA _ AA':"l .. B 

"tIi'IS; pos tullidos s_ ai:lfIlogos a 1_ de la multipl1c.::i6n ordinaria, ex¡... 

cap1ll en que !lO se exige la ley COZ'I1IIUtativa AB .. BA.. S1 se ·cum.ple la ley 

c~tativa, es decir. AB • ISA V A Y B E.. G, entonces se dice que el 

~ es un !IJ1"I1PGi abeU..;,. En base a les pos tuladofi 1-4 es pes ible de­

IIIMtNI:' 1.. sifl14.entes pX'Opiedwlelu 

Dtlsign'-' ~ .....(D veces} _ AD 
, (AD E. G , postulado 1) 


1 ... AD,:1lI .. A-, (A- .,¡ B, per convenio) 


~_ {AIlI)D-CAD)....:. ­

3_ En ,gen..al(AB)~¡.ArlsD {(AB)D E. GS 

d A Y II e_atan. 

o· (AB}D. 	ABllBABAB••••••_ AAAA ••••BBBB•••- A~n 
Bridl' t~te, si A y B !lO cOIlIIUtan, la igua1da4 DO se cum.ple. 

4_ S200F'........_ zD. B I E-l. E 

5 • ...(Anr 1. (A-l)~ '. A..a 

Ehctivlllllerttel 

(AA-1)%1 ..:a _ A A I Y como A y A-1 C01'lIII\\tan. 3.. IS_ B D{ D)-l ( )' 

D( -l)D D( D)·-1A A ... A la • Y por Itanto 

{A-li' _ {AD)-l .. ,..a 


6 .... {Aa)-l _ .-lA-l 


p~ desllllil$trU'lo b~~.C:cm probar que (AB)(ll-lA~) .. SI 


(AB~(B:1A-~) _:..._-l._AA-l _a .. 
_ I .(... )-1 (-1 -L-l .. 1) _ .....al, A1!Cn • .E .. I •• •••• .1:" 'A 

7... li' '1 B .... eletentos cualesquiera de G,' necesariamente existen 

X .. l tales llWt 

2 

" 

"- _""I.;.:i.•,;";.:..,: 

AX. B YA .. B 

Efectivamente' X .. A"~ Y • BA-
l 

E. G (Postulado 1) t ademN los 

elementos X e Y son !micos. Suponiendo que no fuera ..!, osea, si 

~ .JS. y X2 tales que I A.JS." AX2 ,. B, =:¡, .JS.. X
2 

.. A-,. • 

1.3) Ejemplo de grupos Winitos. 

1.- E1 conjunto de Dfuneros racionales pos i tivos fol"llla gru.po respecto a 

la mul tipl1caci6n ordinaria (AJteliano) 

1, 2/3 , 3/5, 2 , ••••etc. 
l.- Es cerrado 


II.- Asociativo 


,lII.- 3 elemento unitario (1). 

~ o 	 ~ 

rv.- 3 elemento inverso, tal que lJr .. 1 

Notal Si se i:nclU)"e el cero no hay grupo, ya que el cero no· tiene inve¡: 

.u de lCI,lerdo a esta ley .de composici6n. Co x ? .. 1) 
~.- El conjunto de tedos los enteros (cero inCluido) forma grupo respecte 

a la -suma, 

Elemento widadl,el cero, (A + O .. O + A • A ) 

El Ú11iI'e:I:'S'<> de A es -A (A .. A _ O) 

3.- Todas~ matrices cua4radu no singulares ( lA l ¡i. O ) de w orden 

<3.a.c». n .formárl grupo rtlSpecto a la multipl1caci6n de matrices 

1.- Cerrado, Si A Y B son matrices n:lCD, su producto AB • e es um­
bi&l wa matriz D x D • 

II._ El producto de matrices es asociativo 

III.- Existe el e'lemen[t: uni~ari,o0j(matriZ. identidad) 

E.. 	 O 1 • O (n x ti) 
O O 1 

-1 -1 inrv.- Exis te elemento invelS), AA • E , donde A es la matriz ver­

aMsa, 	 (_l)i+j 
-1 ijaij , • IAl 

a~j es el valor del determin"'!lte que se obtiene al eliminar la fila 

3 

r 	 rt...• ~.~:" 	 1 



i 
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Y 1a columna j 4e la matriz A. (menor de A) 

1.-4) Grupos .Iinitos. Tüla de Calley. 

Se c:cm.idera que un grupo .finito esd. perfectamente delinido cuando se 

c:o.bOCen todos los productos posWes entre sús elementos. AB. !e, !C •••• 

etc. Si el grupo t:lepe , elementos se dice que es un grupo ele orden g. 

Un g:rupo ele .4ftooclen • tiene. por tanto;'g2 productos. 'Batos productos se 

ez.4enan t!r1 una tüla de multiplicaci6n. o ta,.la de Calley. Para ejempli­

t~ar c:cma.i4eremos el grupo de or4en,6 y organicemostE. A, B, C. D, F} 

los 36 proc1uc:tos ,que se .I0l'llllln dé 'lasi:guiente maneral 

E 

A .. 

e 
D 


F 


E A B. 'C D F 

E A B C D 11' 

A 11 E P e D 

B E A D F C 

C D F E A B 

D F e B E A 

F e D A El E 

El producto de dóselémentos se torma 1:eIIIimde primero la .tila y desp. 

l.á col.wnna CftI'eSpotK11ente, CD. A ,''.DO',_ B' ~ etc. Analic!ellloseora si 

el:ectivlllllerl'te 'esta,·ta1Dla representa url grupo. 

,1.... Es c:err.do. En la tUla 8010 aparecen elementos del grupo. 

2.- Se PI'lede verificar qut¡ se cumple la ley asociativa, por ej., 

(AC)D • m. JI A(CD) • A(A) • B 


3.- Existe el elemento urlitario (8) 

4.- Existe el inverso de cada ~lementot 


-1 .-1'Al!I •.1 B • ,A Y B .. A 
, -1

DD .. ce • FF .. E , o sea D .. D ,y .... 1 para los demfls. O 

sea, 'clda elemento eaa la vez su inverso. Esto es per.fectamente po­

siUe, y no cont2'adic:e los postulados dE! grupo. 

:Huch- 'll!!Ces'serlo baSta Cétn analizA'!:' la tabla de Clllley para determinar 

a:L un COIljunte.lmlto 4e elementos es efectivamente tII'l grupo. En ese 


ca.o la tabla ele Calley reune las siguientes caracter1st1cas S 


4 

.;¡..... ' . .• . , . ..,' 


1.- :No es silétrica respecto a la diagonal principal, porque en general 

~ ¡. HA • Si es !Jilétrica, entonces el grupo es altel1ano. 

2.- El elemento unitario estfl en la diagonal principal u ocupa posicion 

sim!trica respecto a ella. 

Si A. ,-1 ~ AA. E' ~ Diagonal principal 

Si AS. E -=;o- A Y B comnutan, y por tanto los productos Al!I y !lA 

,se forman en posiciones silétr1eu. 

3.- En cada .fila ° columna cada elemento aparece una sola vez. De no , 

ser as1, entonces dos productos diferentes darian el mismo result.... 

do. Por ej., si en la última fila en 've,c de A apareciera DI 

4F • DF "y mul tiplicando l'Or F-l se obtend2!'ia A • D ., 


Es decir. habria !1ós elementos ·id&!.ticos en el grupo, es decir, el 


grupo seria de orden g-l y no de .rden S, CCllllO se hab1a supuesto. 


Las condiciones 2 y 3 son necesarias. pero no suficientes para que el 

conjunto representado en la tüla sea un grupo. Hay que demostrar la 

ley asoCiativa independientemente. \ 

Ejemplo d~ grupo ~inito. 

El conjunto 1, -1, i, -i 'es un grupo alteliano de orden 4, respecto 

a la multiplicaci6n ordinaria. 'Analicemos su tabla de multiplicarl 

1 

-1 

i 

-i 

En es te grupo: E _ 1 

1 -1 i -i 

1 -1 -1 

-1 1 -i i 

i -i -1 1 

-1 i 1 -1 

; (i)-l.. -i ;;(_1)-1._1 

L,os 1 estan en la diagonal principal o sim!tricos respecto a ella. 


En cada .fila o columna solo, hay un elemento. 


La tabla es sWtrica; El grupo es abeliano. 


Se puede cómprobar la asociativ1dad. Esto habria que hacerlo rara todos 


los productos que se .forman. 


5 
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1.5) Grupos isomorfos. 

, Dos grupos son isomorfos, por de.finici6n, si se puede establecer una 

correspondencia biunivoca entre sus elementos, de modo que si 
t 

G.{A,B,OI ••••• } y G • {At,B',O', ••.••••) 

entonces AB. e :::¡;. A'B' .. e' ,y reciprocamente. 

Por ej 01 los dos grupos siguientes son isomorfos I 

[1, t, -1, ,..1J Ley de cOlIIposici6nl multiplicaci6n ordinaria 

Ley de cOlllpolici6n1tf~ ~l J~ ~1 .[C~ j [~-~1 } mult. de matrices. 

Designando por E, A, B, e los elementos de cada grupo, en este orden, 

se olttiene la siguiente tabla de multipl1caci6n, que es- vUida para am­

bos S:Z;Upol t 

B A B e 
E E A B e 
A A B e B 

B B e .E A, 

e e E A El 

Para el }, grupo CB .. A se interpreta como (-i)(-l) • i ; Y para el 

2do, 
O -11 r-l. ~ .. í O 11 

[1 oJ lo -1.1 l-l 01 
Por .anto, grupes isomorf'os tienen la ~isma tabla de multiplicar, y se . 

pued-en sustitu:l:r el uno por el otro, en cuanto a 'las pro¡iedades de gru­

po se reE1ere. En particular, si por ejo, e'. B-\:B , entonces 

e'. "..:1~'"B -CEl

,. 

(transformaci6n de semejanza). 


1.6) Per1~ de un elemento. Grupos c1cl1c:os~ 

tema I En un grupo finito, cada elemento tiene alguna potencia igual al 

Amal elemento unidad. Osea, '3 m ¡ lIIi E V A • 

Demos traci6n. 
2 3Sea A t G. {A, B, e, •••••1 . Consideremos la serie A, A , A •••• 

1'b:l;" el postulado (1) de los grupos, cada elemento de la serie tiene que 

6 

,',.' 

pertenecer al grupG. como G es finito, la serie no puede ser infinita, 

y todos 1105 t~ de la serle no pueden ser diterentes. Es decir t se 

debe cumplir, para algím par de enteros k, P, que 

Ak • AP , 

por tantlO, f'ormlllldo el producto 
Ak(AP)-l • Ak(Ak)-l • B y suponiendo· k > p , 
AkA-P • B 

A'Jt¡.P • E , y por tantll Am • E , donde m es un enter.. 

Por definici6n el menor entero positivo m para el cual se CUlllPle que 

m ' 
A • E se llama periodo de A. 


Propiedades • 


1.- Si A es de periodo m; Ak • B sl, y solo si, k es JII6ltiplo de m. 


2.- El {mico elemento de periodo 1 es el elemento uni·tario (E). 


3.- A Y A -1 tienen siempre el mismo periodo. 


Grupos e1cl1cos ~ 

Un gruPo c1clico es aquel euyos elementos pueden expresarse por la po­

tencias de un solo elemento. Un grupo c1clico de orden e se expresa se-

g(m _ O. { E, At A t A, ...... A ; donde c es,el mener ente­2 3 c-l 1 
ro positivo tal qu~ AC 

• E. El elemento A recibe el nombre de elemento 


generador del grupo. 


Propiedades • 


1.- El orden de un grupo c1cl1co es igual al periodo del elemento genera­


der. (9 • e) 
km mk)2.- Todos los grupos ciclicos son abelianos. ( A:A.. A :A 

3.- 'lbdos los grtIpcIIS c1clicos del mismo orden san isomor.fos. 
2~ 

A titulo de ej. , consideremos la!; rotaciones de un angulo ,. ­
n 

en el plano, alrededer de un eje .tijo, donde n es un entero. 


El angulo fá rotado se puede representar i 


por un fasor (vector en el plano cOlllpl,!! , 


jO) e~. Veamos esto un poco • en 


detalle. Seg6.n la rebc:itm de Euler, 


e~ • cos fá +1 sen, , JI.' ­

7 
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O\e~- eil/ e4 a e • 1 (veetor unitario) 

Los compener1tes a lAJ large del eje real e imaginario son CO!I, Y sen ji, 
lues- entonCes e~ representa un vector unitario que forma un angulo ji 

~ el eje real. iI/ i2S6 i:l i(no-l)jI
Conside1'elllDS la serie 1, e ,e , e , ••••••• e • donde 

, • an/a. Ss &11 ver que el conjunte de e:stos elementes f01"llla un Sll\ 

po c1c:lico de orden a, ya que o
bfJ i2'1t i21t /e • e ,y por Eul.er, e a cos 2i( + i ~ 21t .,]. 

12lt/ aBl elemento generader es ,e • La ley de composic:ifm es la S1JIII& de 

giros. Por ej. , si l'l. a 6, el grupo estar"a formado por los giros de 

60, 120, 180, 240. 300 Y 360 (a O ) grados. 

B~erc:l.cio. Demostrar que la operacifm identidad y las rotaciones de un 

angulo 1t ea tea. a 12'e$I rectas concurrentes perpendic:ul.ares entre si fo.!: 

man UD grupo de 4to orden. Construir la tabla de multiplicaci6n~ 

8 
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II_ COMPLEJOS. SUBGiUPOS y CLASES. 


2.1) Complejos. 


Sea el grupo fAl' A2' AS' ••••• Ag1 de orden g. Por de.f'inici6.rJ., 

cualquier subconjUl1to de G es un complejo de O. Si ", B, C, ••• etx:. _. 

elementos del complejo X, los designaremos corno X _ A + B + C ••••• , 

pe. diferenciarlos del grupo G~ 

Leyes de compos ici6.rJ.. 

1_ SiX a Xl + X2 + X3 + •••••• J y.L a Ll + La + L3 •••••• tendremos 

que, per de.finicifm, X + L .; Xl + X + •••••• + Ll + L + ••••• •
2 2 

2.- X + L _ L + X , (X + L) + M _ X + ( L + H) lose., 1& S\IIII& es 

comnutativa y asociativa. 

S.- Por definicifm, n. - (X14l:2+....)(Ll +L2+ •.•••) - X1Ll + X:!'2 + ••etc. 

En geaeral XL ¡. LX {El producto de complejos no es cemmtative. 

Caso petic:ul.ars Si el complejo tiene un .solo elemento (p), entoJ:ICes 

pG a Op • G , ya que todo. producto forma<lo tiene. que ser UI1 elemento 

del grupo.' De la misma Eel'III&, si el complejo tiene m:. de un elemen­

to, m .. GX - G • 

4.-'La multiplic.d,fm4e complejos cumple la ley asec:iativa y distriwti­

va respec:1:ID a la suma. 

(~)H • X{LM) (Asociativa) 

X(L+K) ,¡, XL + Dt • 
S... SegCm la propiedad 3, m. G. 'l.'omanI:lo X -o (sultgrupo impropiO), 't¡e 

2tonces G • G para cualquier grupo. 

6_ Si un complejo esdt l'ormado por un solo elemento PI 

pI. '!" pH :::a:.L - M , ya que 
-1 -1ppL_ppM 

EL • EH , Y por tanto L. M. En general, XL - DI 110 

implica la igualdad. de L y N: 

2.2) Subgrupos. 


De.finicifms Un subgrupo es un subconjUl1to de G cuyos elementos cumplen 


105 pos tul.ados de grupo. 


Cualquier grupo G tiene dos subgrupos triviales o impropics. El mismo G 


9 

,' 

~ 
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y'e1 elemento unitario E. (Comprobar que E cumple los postulados de gru­

po). Cualquier otro subgrupo recibe el nombre de sullgrupo propio de e. 
Consideremos un complejo H (no vacio) del grupo G. Para todos los el.s 

mentos de a, que a su vez 10 son de e, se cumplirl el po$tulado Il;, de 

los grupos, es decir, la ley asociativa, pero ademfls deben cumplirse el 

resto de los postulados (el conjunto 11 debe ser cerrado respecto a la 

ley de composici6n, debe existir elemento unitario y elrec:iproc0 2e ca­

da elemento). Para grupos .finitos. estas resu­, 	 tres condiciones puedeil 

llirse en una sola, para los sultgrupea. 


mOREMA~ Un complejo H no vacio de un grupo finito es un subgrupo si, 


y solo si', es cerrado respecto a la multiplicac16n. 


Demos traci6n I 


La condici6n es neces arias 	 Si H es s1lbgX-upo, se C1.mIple, el pos tulado I, 

por definici6n, y por tanto tiene que ser 

cerrado. 

La condicibn es suficientel Si H es c~ado, por el lema del, ep. 1.6, 

si A es un elemento de H, exis te m tal que Am .. E , por tanto E tamltit!D. 

pertenece a H. (Postulado III). Por otra parte, consi__do m .. n + p 
m

A • An+P. AnAP • E ; y por tanto 
p {n)-l -'!l' ( -l)n -l.A .. A .. A 0= A , 	 o sea, A tambl.fm es un elemento 
n 

ae H~ (A y AP pertenecen a H pOr ser éste cerrado). 

Es decir, el hecho dé que el grnpo s~a cerrado cC!lllleva,automlticamente 

que tiene que existir el elemf'nto identidad yel inverso CJe cada elemen­

• 	to {POStuladO IV), ademls, la ley asociativa se C1.mIple, luego H es,un 
grupo. 

Para establecer si un complejo de e es un sUbgrúpo tambi~ pueden u1¡! 


lizarse cu~esquiera de los siguientes criterios. 


pri terio I.- Un complejo no vacio H de un grupo finito e es un sUbgrupo 


de G si y solo si H2 C H • , 

, 2 

Es suficiente. (Si H eH, H es subgrupo)

2
 

H C H -::;;. que el producto de dos elementos cualesquiera de H pertene­


ce a H ~ que es cerrado -=7 que es subgrupo por el teorema anterior. 

10 

Es necesario: (H subgrupo "* a2c H ) 


H es sulilgrupo ~ es cerrado ~H2C H ,ya qUe Cual.qu.ier producttl d.,! 


De pertener al grupo. 


.Criterio II.- Un complejo H no vacio de un grupo .finito G es sultpou.pe 
2si, y solo si, B 	 • H • 


2
Es 	suficientes ( H .. H :::::;,. H es sulitgrupo) 

2
H _,H ;::::¡;, H2 e H (impropio) ~ es cenado por el criterio l. 

Es necesario. (5 es sultgrupo =;r 8 2 • 8 ) 

Segfm la propiedad 5 de los complejos se vil> que para cualquier gTUpe, 
2 	 2

G 	 .. G. Luego, si 8 es sullgrupo, H - H • 

tEOREMA DE LAGRANGE .... Sea H un sullgrupo de G, siendo sus ordenes h y 9 

respectivamente. Entonces g/h- n , donde n es un nGaero enteN. 

Demos traci6ru 

Sea 8 _{Al.' A2' ••••• .AhS el subgroupo de G consi4erade, y sea B al ­

gfm otro elementlitde G que no per.ttenece a H~ Consideremos el pro<lucto 

BH - Blt.l + Blt. 2 + •••••••• + ~ • 
Ninguno de los productos Blt. )!\leda !'ertenecer al ,grupo H. Suponiendo que

i 
alguno perteneciera, por ej., Blt.i -A4 f entonces 


'Blt. {A )...1 .. AI';1 , . 

2 2

y B serla un producto de elementos de S, es decir, tenerla que pertene­

cer a H, en contra de lo que se supuso en un inicio• 

COlID todos los productos si tienen que pertenecer al grupo G, el gru­

po G contarfl, como m1n:l.mo, con 2h elementos, ya que. A'¡' Aj conlleva que 

Blt. ¡iBlt.j. Suponsame' que' exis te otro elemento del grupo G que no per­i 
tenece al s'Qbgrupo H ni es ninguno de los productos DA:l" Fomando el ' 

producto ca - CAl +' CA2 + ••••••• CAb, generamelS h elementos • que. 
pertenecen necesariamente a G, por lo que, por 19 menos, g .. 3h. 

, 

Siguiendo este procedimiento sucesiviillll\ellte, tendremos que g - nh cu'!!l 

do se terminen todos los elementos, con n entero. O sea, g/h - n , y 
queda demos trado el. teorema. 

11 
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C.n;¡,pH 1,- Si G es un grupo de orden S, el per1Gdo de cada elemento 
, -p 

esliICtor de g. 

Demostracibn. Sea A E. G con periodo p ; entonCes el conjunto
2 3 p-l eE, A, A A ..... A G, , 

Y es un subgrupo c1clico de orden p. De acuerdo al teorema, gjp '" n 

&mde g, P y n son enteros. 

001'01&1'10 II_ Un grupo de orden prime no tiene subgrupes, propios y es 

necesariamente d.clico. 

DemestriICibn. sv'h- n , dond"! les tre$ nfaneros son enteres. Si g es 

priJrllo t h solo puede tom.:r les ValClre8 l. 'g, para que se C'I.1IIqIla el teo­

rema (subgrupos :impJ'opios). Seg(m el corol&l'io 1, el Jlá'1odo de todo 

elemen'bll A e.. G 'delle ser factor de S, pero si ges prime. entoncesp • 9 

~ecesari8lente~ O sea' 
2 3 g-l' ( )E, A. A , A , •••••• A 9 elementos, y estos son to-. 

dOs los elementos del grupo. (La otra póSiltilidad , a • B. , tambi&t 

~J!orciQJUl. un grupo ctclico. ya que Em• E ) 

2.3) 91ases. 

Una' forma de agrupar los elementos de un grupo es en .~pos. Otra 

.l'onIa "'S en clases. ' Cada, uno tiene su importlltlCia y sus aplicaciones 

que..se verlln • adelante. 

''l:l'eDs.t'01'lUlCi6n de semejanza. 
, __1, 

.un A y X elementos del grupo G. Entonces A AX tamll& es un,ele­

mento del gruPo, por ser ~ste cerrado. Llamemos B a este elemento, o 

"lila. B • x-lú .. Por definicibn, A y B sqn elementcl!lconjugados 

del !J'Z'UPO G. Tamlai&t se acostumbra decir que A y B estlin relacionados 

, entre 51 por una transformaci6n de semejanza. 

Propiedades • 

La tr~formacibn de semejanza cumple las propiedades reflexiva. reci­

proc::a y transitiva. es decir, 

1,- C.da elelllento es conjugado consigo mismo. ,( A .. X-1AX , donde X es 

alg(m elemento de a) 

~--~_.~~~-J 

Efectivamente, x. E cumple la relacibn; tambi~ si A. X-1AX , 

A-lA. A-lx-1AX • (XA)-l(AX) 

y esta 61tima expresi6n sera igual a E si A y X cOJ'lJllUtan. Es decir, ~ 


quier elemento que cOJllllUte con A CUIIIple la rellllé:ibn de semejanza, ademfls 


de E. 


2.- Si A es el conjugado de 1!'. B tambi6n lo es de A. Es decir. 


A • X-~ y B • y'"lAY 

Efectivamente. A • X-,X f 

D. BX 
-1UX-l • B Y por .tmto Y. X es el elemento que efes 

t6:a la transfo:rmacibn. 

3.- Si A es conjugado con B y e, entonces B Y'C son conjugfldos entre .i. 

Sean A. xoo:1ax ; A. y-leY ,entonces 


x-'x. y-leY 

YX""lwc • CY 

yx"1art-l • C 


(xy-l)~,(xr-l) _ e 

_L_ -1 ' 

Z I!Z. e 140nde z. rt es un elemento del 'grupo, 

por ser bte cerrado • 

Clase de un grupo. 

Un complejo formado por todos los elementos conjugados entre si es una 

clase del g:rupo, por definici6n. Para formar las clases de un. grupo se 

toma un elemento y se 'buscan todos sus elementos conJugados. Esto form,! 

rl un. clase del grupol 
-1 -1(A) • A + X1 1X¡ + X2 AX2 + •••••• • 

Una vez formada la ll'a. clase, ser. busca otro elemento no contenido en la 

clase construida y se repite el procedimiento. De esa forma se constl:'l.loo­

yen todas las clases del grupo, hasta que todos los elementos est~ in­

clu.i<1os en alguna. En particular, E forma una clase de orden 1, pues sS 
-1.. _1.._ 2 . .

lo es conjugado consigo mislllO' X ~x • X Al!: • E .. E • cualqw.era sea 

El siguiente teerema es vllido para las clasés de un. grupo, 

13 

_,_,~,."".';~1.. ,. ,_ ...~~,,_, ....i. ....~~_~: 

la 

X. 



~:'tf~~:AU.·+*,~q~ ""!".,...-"'",.~-~..- ~$W ;1ii,iiUW;¡ su .tQM,¿P;;,1 UP. t #4 il ; F" a", t. 

",,,.,, 

'2EOIlEMA_ El orden de cualquier clase es un Eactor entero del orden del 
grupo. 

Es clecÚ', si c es el (':"den de la clase, g. nc , donde n y e son ente­
ros. 

-Q­

n it)2. Xi di. 	 , 

III.- SIME'IRIA MOLECIJLAR. 


3.1) Elementos y operaciones de simetria. 


Operac:i6n de simetria.- Es cualquier eperacitm que al ser aplicada a un 


cuerpo lo lleva a una configurac:i6n equivllllente. ConEiguraci6n equiv_ 


lente es una tal que sea indistiguible de la original.~ no necesariamente 


la misma. Por ej., para un cubo, un gire de !lOo alrededor de un f:le per­


pendicular a cualquier cara es una operaci6n de simetria. 

o 	 ' Al realizar e.l 9i" de !lO , el cubo toma 	 r : gÚ'OOde 

... I !lO 
una pos1cUm equiValente. 


'Una ~flexi6n especular, en un espejo 
 L71 
colocado a lo larp de cualquier diaso­''¡ l l/
nal es tamlli~ una op~rac:i6n de simetria. ----;­
La operaci6n c\lm.S1ste en hacer c.rre&i>O.!! eje de : 

der a cada punbt su imagen especular. rotacib--o: 

Elemeftte de simetr1a.- Es cualquier ente geoJétrico tal como un punto, 

una linea o un plano capaz de generar operaciones de s1metr1a. En el 

ejemplo anterior, el eje de rotacitm y el plano de s1metr1a (espejft) son 

elementos de simetr1a. 

Las molk:ulas, en general,. poseen diversos elementos de simetr1a, que 

a su vez son capaces de generar muchasopera,c:::iones de simetr1a. A con­

tinuaci6n veremos los posibles elementos de simetr1a presentes en las 

molflculas, y las operaciones de s imetr1a que ellos son capaces de gene­

rar. 

3.2) Operac:i6n de inveHi6n. Centro de inversi6n. 

La transfo1'lllac:itm (u operaci6n) de inversi&n se deline como aquella 

que, al ser apliCada a una molécula, hace que el Iltomo que estaba en la 

posicifm ~ pase a -r ,siendo r el vector de posici6n del Iltomo 

considerado. Se designa por i I ¡;. -r • 

También puede representarse comol 

i. [ ~ ] • f~1 
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z. 

(X'r'Z.) 

'( 

;' 

(-M,-Y,-Z) ,.IK 

Si al aplicar la 1:1'ansE.rmac:if:m de inversifm a una l1'IOl~la bta llega a 

UD.a c'onfiguracifm equivalente a la original, entonces la transformaci6n 

ser" una .peraci6n de s1llletr1a de la molflcula. El erigen de coordenadas 

respecto al c:u.al se cumple la operacitm de s imetr1a (inversi6n) es el 

s;entr.'! de siJne1:1'1a de la molE!cula., per definici6n. (Elemento d~ sime­

1:1'1&). 

ejempl., 

,002: o.C .. o Centro de simetr1a en el fltomo dé carbono 

Centro de simetr5.a fl medio ca­

( escalonado) 

EtillM Cii'6 : 
mino del enlace c..c • 

I 

J 
El etano (eclipsado) no ti~e centro de simetr1a. ' 

Propiedades . ­

1.- 11, .. E 
- I _ 

Efectivamente; i(ir) • 1(-1') ~ r ~ i:1r .. Sr 

n ti si n es impar 


en generalrilO 

E si n es par 


.-12.- La transformaci6n inversa de i es la misma i t • sea, 1 .. i • 

i-l ..1Efectivamentel ser' la inversa de i si se cUmple que i i. E, 
-1pero ya se vi6 que 1i .. E , por la tanto i .. i • 

La existencia de 1.11'. centro de simetr:1a en la l1'IOl~la impue algunas li_
.' 	 lIIitacienes I 

a) Cada atomo deN ten~r un gemelo, y estos se interclllÜ>ian al aplicar 

la operOiCi6n. Delilic:Je a esto las especies at6micas'dehen Ocurrir por pa­

res ( es decir, el n6mero de atomes presentes de cada especie debe ser 

un n_ro par ) 

'111) La (mica excepci6n es para la especie que tenga uno de les atomDs prS 

cisamente en el centro de siJnetria, pues su pesici6n 1'1.0 se altera 'IIIaj. 

la transfol'lllaci6n. 

Considerando los dos puntos anteriores se llega a la conclusibn de que 

una _l~la que tenga dos o • especies diferentes de atomos en canti ­
l' 	 dad impar ne puede tener un centro de sime:tr1a. 

3.3) RotaciOnes propias. Eje propio dei'etacifm. 

Un eje de simetria propi. es una linea tal que la rotaci6n de la _1"­
cula alrededor de dicha linea un anguJ.. deterndnado 1 cons ti tuye una o­

peraci6n de simetria. 

Ejemplo; BF3 F F 

"'/
, I B 

I n F 

Esta molbla tiene un eje de rotaci6n perpendicular al plano molec:u.lar. 
o ' 

Al girar- 120 (l/3 de vudta, 360/3), la l1'IOlbla alcanza una pesicifm 

equivalente. 

Al áplicar una rotaci6n n veces la molbla tiene que coincidir con su 

posic1bn inicial; si efectivamente la rotacibn es' una operaci6n de simS 

tria. En el ejemplo anterior, n .. 3. En general, .para cualquier g1­

ro depe cumplirse que nP" 2Tf y por tanto 1" 21'( / n , donde 
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n es un entere. Es decir, los posibles' valores de st para que la rotac:i6n 


sea efectivamente una operaci6n de simetr1a estiln restringidos por la c8Jl¡ 


dici6n 11. 21(/Jl ,am n. 1, 2, S, 4,5, 6, 7, •••• etc. 


En la prllctic:a se encuentra que s6lo hay que considerar hasta n • 6 • 


Se ccmocen ejemp1u c:ert JI • 7 y 8 , pero muy escasos y con dudosa certe­


za. Para:n. 1 ebten_ la Clperaci6n identidad, st .. 2Tt: • 


Util1r:iIIIIIOs el a5.aMlo CJl para designar un eje de rotacilm propio. En el 


ejemPlo de la pflg. anterar, el eje se designa por C " 

S 

La existencia de UlI eje C impone requerimientos para los atomos quen 
no estb a 10 largo del eje de retacilm. Por cada atomo que exista Pue­

ra del eje de orden n tiene que haller 1')¡oo1 atoll\r)s iguales, ya que al apl.! 

car el giro de 2lI/n n veces se generan n }>esiciones' equivalentes que 

deM:n estar ecupadu por atomos de la misma especie. (Ver BF ). De no
3


ser' as1, al aplicar C no se obtendr1a una configuracifm equivall!J1te, y

n 

e 1'10 seria un elemento de simetr1a de la molecula considerada. 
n 

Un eje CJl JlO :impml.e requerimientos so.re la cantidad o el tipo de at_ 

mes que estb a 10 largo del eje. 

,Notac:i6n.- La operacifm de simetrta originada por la rotacifm alrededor 

.de un eje de orden n, efectuada m veces consecutivamente, se designa por

c:. 
ClIl =$> st .. m( 2"K/n)n 

Si una mc:íl~ula tiene un eje de orden n, la aplicaci6n suces.iva de la 0­

peracifm C m veces es tambi~ una operaci6n de sirnetria, por Ías ruo­
n 

nes discutidas anteriormente. Debido a esto, un eje .de orden n puede !l!; 

nerar hasta n diferentes operaciones de sirnetria. Por ej., 

r c; ­l 100° 
C2 0 

C; - 360 .. E 

~,J el 900 

4 
e2 1800 

4 
C 3 0\ 4 e 270

C:4 _E 

(~de vuelta) 

.. c; 

De aql'~ se ve que aígunas operaciones de simetria referidas a ejes de dl 

ferentes 6rdenes coinciden, por ej. C~. C!. Esto quiere decir que la 

exis tencia de un eje C4 en una molkula conlleva necesariamente la exis­

tencia de un eje C2 paralelo a ~l. 

C
n MP P 1:, rEs ftlcil ver que, en general, .. E ; C c= c. n n n 

j 
-dJLa operación el la designaremos de ahora en adelante como C~. O sea,n n "' 

utilizaremos el mismo simbolo tanto para el eje de rotacilm como para la 

operacilm de rotaci6n. Si n es par, entonc~ ¿V2 lO C2 • (Par ej.,
3 n 

C6 • C2)· 
En el case de molf!culas lineales se acos tumbra hablar de un eje in.fini te! 

derotaci6n, por ej., en el CO ; O .. C .. O ,cualquier rotaci6n aIr,!;
2 

,dedor de un eje eolineal con el eje de la mol~ula deja ~ta invariante. tEl eje de rotl!lCilm es de orden 1/10 y se designa por e.. • 

Ejercicio: Escribir las rotaciones de orden 6 y sus equivalencias.' 

Q'1'.,~
Operaci6n inversa. 

La operaci6n inversa de una rotación es también una rotacilm. Es aqu,!; V 
11a rotaci6n que devuelve la molf!cula a su posicilm inicial. Ahora. bien, 


para evitar dualidad~, hay que, considerar siempre que todas las rotaci,2 


nes se llevan a cabo en un mismo sentido (arbitrario). 'Asumamos que la 


rotaci6n se hace siguiendo las agujas del reloj., entonces, por ej.,
Oc, 
c2e2 • E

2 

C-l ,,",-.~ 
2 
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~ 
(C

3
)-1 • C~ , " 

=::,~ 

¿; 2 
C;PS - E 

Metan. \ :Cz 
4 ejes C a le large de 1M enlaces C...H eS\,s 
S ejes C bisectandit les angulM de en­2 .'.' 
lace H H

,/
O 

(Ne tiene centro de simetr1a) 

: .l·-­
. r •, 

. . m)-l noofll 3.4) Planes de simetria. Operaci6n de reflexi6n:.Se puede demos trar que, en general, \e '" C • Veamos101 n n 

C
lll 

O' • E • C
n 

n • n

¿M'. ~ ; y per tanto n .. m ... p ; es decir,• n, 
p • n - 111 , Y queda demos trado. 

, 5 6-5
P.r ej., la inversa de 06 seria e6 • e

6 
' ett:. 

Ejemplos de ejes propios de simetria en mo1~las.-

, Benceno 

Eje ° 6 .1.. al plano de la mo1~la. 
3 ejes .02 a lo largo de los enlaces C...H. 

3 ej_ C bisectando cada enlace C-C 

//"" 

Esta imagEm 

2 
(""éne tilll\biEm un centro de simetr1a, 

eh el c.en tro del anillo). 

E3 
Eje, CS..J... al plano de la moUcula 

3-ejes O paralelos a los enlaces B-F F", /
2 

(No tiene centro de simetr1a) 
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e(/ "'le 

c" 
"", 

c 

l 
)C 

ma 

. I 

B 

1 
f' 

F 

.que cada parte es 

ces 

de.finicifm, 

Ejemplo I 

q- EJ 
z 

Al celocar cualquier ebjeto delante de un espejo, el observader perci­
Sea e! • (C:>-l , entonces se éump1irl que 

be su imMen virtual situada a la misma distancia por detru del espeje. 

es la imagen especular o enantiomer.t'a del eliljete en cuesti6n. 

Un plano de simetr1a es el equivalente a un espejo c»lecade de ferma que 

divida la mol6cula en des partes. Si al dectuar esta operacifm ecurre 

el reflejo de la otra (su imagen enantiomerfa), enton­

la operaci6n generada al c.lecar el espeje es una operacifm de sime­

tria, la eperacibn de re.flexifm. Un plano que ,divida la' mel~la defero­

tal que cada mitad sea la imagen enantiomorfa de la etramitad es, por 

un plano de simetr1a. 

Tres planos de s imetr1a perpendi­F, /F 
B culares al plano de la melbla, 

I cada unQ conteniendo un enlace ~. 
F 

La operaci6n de re.flexifm se represen ta por r¡-. En el caso de un plano 

de ref1exi6n paralelo al plano XZ,' 
, \ 

· EJ ,. .. 
 y 

_ .... 4O .J.... ..... 

, (,..yz)(X,-Y, z') 
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,>::0 sea, la coordenada perpendiclllar al plano de reflexi6n invierte su sig­

'M. (S i 'el plano es ti colocado de o tra forma la tr.ans.formaci6n de coor­


deraCu serl'dUerente, mas compleja en general.) 


Es &i1 ver que V. Q"" .. E ; Y por tanto IT -1 • '\f '. , 

t.m1Iib 
 E, si m es par 


0"111 .. { \1'"" t si m es impar 


Bjemplosl 

a) , 	 S • e • S- tiene un plaDo pe;pendicular al eje pasando po'!' C. 


AcieJnIs tiene inf:l:ni tos planos de simetr1a conteniendo el eje de 


la ..ak;u1a•• 
,. H, /R

It) C¡'4 " tres planos de simetria C ... C 


H/ 'H 


, 3.5) Eje imPropio de rotaci6n. Rotaciones impropias. 


11 eje 1mpnpi. de ntac:i6n es un' eleDlento de simetria compuesto por 


UD e~de ntaci6D'PftPi. perpendicular a un plano de simetria. La ope­
 " 
'1'1ICi6n de ..tllCi6D inIpropia cor:.s 1.S te p1les, en una rotaci6n de orden Il
"."da :lnme<!iatamente por una reflexiJm en un plano pe1.'pendicular. 


a,eje illl'prr .,io de ntaci6n se s:imlrioeliza por Sil. 

S = Cf:c r hn 
El, Wind"-ce h indica que el 

1'1.. 1!'9 h01":WmU1. p~pen-
d1cular al eje C que si..... 

, 11 
pre ,s~ sv.pone vertical, por 

QIIMi!JlD.. En el grGlfico, el 

P\mtll 1 se convierte en el 2 

al II¡Ilke UDa rotaciEm im.­

PNPU.(Rctaci6n de 11 miS ' 

rell.~). 

/ 

'l (2.) P(~'('.¿) 

r 
i 

.1. /
'~", 'f',." 

/ ~..., '~ 
':;/... ' .... 

' ­

• P()(Yz)(1) 

Al;~ que ocurr'1a en los ejes propios de rotaci6n,un eje impropio de 

ntel. es capaz. de generar una serie de operaciones de simetr1a, al 

22 

/ 

'ser aplicada la opeHci6n Sn m veces. El aplic.. 111 veces la rotei6n im.­


propia Sn se deSi"9!1ll por s:. Evidentemente, si un eje en yun pl_ \r .. 

h 

existen in4ependientemé:tlte, entonces l~ opercUm Sil, existe. Pero t_' 

bi~ la operaci6nS puede existir sin que Ilecesarillllllente tenga que ex:ls­
. 	 n cr

tir el eje C 1) el plano • n 

Ejemplo. 


Consideremos el etano (escalonado) C/- •
6

Tiene un eje C ' pero no tiene c •
3	 6 

Tampoco tiene plano de simetr1a, per­

pendicular al eje C-C. 

, Sin 	embargo, aplicando sucesivamente C y Q'" h
6 

quivalente: 

3~' 

6~4 

5 

se obtiene Úrl. posici6n le­

- ~I~ -- >~4°6 	 ([h3t' 3 	 .' 1 
6 "" 


5 
 2 

I II III 
Las posiCiones I y III son equiValentes, ya que los atomos en las posici,2 

~. f 
nes de los vértices son de una misma especie (H).' Por tanto, la operáci6n 

. $6 es una operaci6n de simetr1a 'del metano (escalonado), que sin embargo 

no posee eje C ni plano V- •
6 h 


Prepiedades . ­

1.- Se comprueba rácilmente que tJh yen conmutan (VhC .. CnO'"h) , por 19 
n 

tanto, 

Sm .. (v'hC )m • IJ"h~m 

n II II 

O ~e~. el aplicar Sn m veces ecfuiVale a aplicar C m veces y despu&$ 
n

IJh m veces. El resto de las rropiedades depende de si n es par o impar, 
y cor.sideraremos cada caso por separado. 

fl es 	par 

a) Cuando n, es par,,.,..Jl.h .. E t yademtw Cn = E ; por tanto Sn .. E • ~~ n 	 n 
De aqu1 sigue que un eje par genera n operaciones de simetrla. ya que 

al e.fectuar la operación n veces se obtiene la identi,dad. 
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'-1 

~) 8
2 

• i Jes decir, la existencia de un eje impropio de orden 2. equiva­

le a la existencia de un centro de inversi6n en la 1II01ecÍl1a. Demostr.!.' 

II'IH es1:01 

So [:1 ·~hC, 

" [:1 · [:] 
si· .:; 

(:}. ~h l~1 · l:l 
2. 

,. 
; el 

'" S2.:- i (jZI • 180 
0 

) 

L; .tra operaci6n generada por S2 es S~," \J~~ lO E , que concuerda con 

i .. B • 

c)OOl'lSideremos ahora un eje impropio de orden 4, (S4). Un eje S 4 gen_ 

ra 4 operaciones de simetr1al 

S4· (flP4
2. 2-2 2. 

S4- <fiP4- C4- C2. 
3 1T"3 3, 3 

S4 - t.l hC4 - \fhC
4 

4 

hn 

EIi decir, SIII genera n 

S4" E 

De aquivemos que un eje S 4 genera operaciones que son equivalentes a _ S5" G"'hc5 

tras operaciones ~e sirnetria. En particu.lar,la existencia 'del eje S 4 

Sm .. \f

sm lO Cm 
n n 

Para cualquier n 

n/2 rotaciones prop~as ( m .. 2, 4, 

y ademhs genera un 

n es impar 

La propiedad. impertante de un 

Y de unS:. q-.~ 
Es decir, la opel'aci6n Sn no
'n 

~ exist:l.rt independientemente.' 

Por otra parte, 
Ji 

par. obtener el elemente identidad. 

raciones diferentes de simra-1a. 

nes propias (las de m par) 

Sm .. "~h111 n n· 

n . 

anteriormente.. 

generados por 1m .eje impropio de orden 

2 2.
S5 

'~., 

" 

cm (m impar)n 

(m par) 

par, Sn genera 1 

n/2 rotaciOlles impropias, (111_ 1. 3, 5••••• n-l) 

•••••••• n) (n '* ¡ ) 

eje propio de rotación de orden n/2.. 

eje imprGlpio (le ordeD:1mpar es que 

su existencia conlleva necesariamente la ex::isteac:lad.e un eje prop1tl C 
. Ji 

plano de simetr1a Cfh' independientes une del oao. 
J Yc_ para n ~ar \j"n .. q- ; tendremos que s: .\{". 

es la identidad, sino <:f'. De existir S ,
n 

. 

S2n. q-h~2n .. E • por tanto. se requier~ 2n operacienes
n ' 

De acuerdo a este 3 ,genera 2a .~ 
D 

De estas 2n, n corresponden a rotac:lo­

i 
m ;¡ 

.. Cm (I'l"h • E si n es par)n ~ ,¡
rotaciones propias de ordeR. n diferentes, y esto 

conlleva la existencia de1.ejft. propio de orden 1'1, t.:L (::0Il10 habilllllOS dich41 " 

1 
A manera de ejemplo, analicemos los e1emen.tos de simetr1a 1

f 
5. 

6 6 
Ss .. C5 '" C s 

7 ,,7 ro 2, 
.. c5 S5 '" \¡..c S '" ~¡,cS 

3 r.- 3 883 
S5 .. \J hC5 55 lO c5 .. eS 

4 4 9,,-9.-4
-S5 • Cs S5 .. VhCS .... hC5 

10 10S; .. \rh S5 • C5 .E 

Se han generado 2n .. 10 operaciOlles de simetria; es decir 

25 
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cODlleva la existencia de un eje C paralelo a ~1. En general una p~
2 

piedad anUega se cumple para cualquier S con n par. Su existencia . n 
conlleva la existencia a su vez de un eje propio de orden n/2. Genera.­

lUandol .J1'I (E si m es par 
SIII. 1J"~1II yh .. ~ n hn L<J s i m es impar 
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Es de not:ar' que aunque las existencia del eje Sn impar conlleva la exis­

tencia 4e C y r.:r', no todas las operaciones pueden expresarse como rot..! n 
ciones simpleS '" reflexiones simples. En particular, S5,'S;' S~ y S; 

son cGlÜinac:iones de operaciones y no pueden ser sustituidas por una 901a 

{ c" c' C' 45' 5' C5 
s S3 1 

S5 

5' 5' S S9 _ 5' 5 

iJ 
h 

E 

largo de los ejes x e y. 

Si consideramos un '-tomo en 

c,(x) [~1 [:1· 
Aplicando C (Y) al punto 2 

" 

Llamf!moslos C2(x) y C2(Y) respectivamente. 

la posicih (x,y,z), entOl\cesl 

.lE. 

, ... ~",,_.,..lt) 
Gr·1\" -- . 

" 2 v .' _ 
se obtiene el 3. .. '1' 

,o. ... _ 
,/ 

0.4c,(,) [:1· ~~l 
R.- (l1li1--'; 4) 

Es evidente del gi-Uico que 

el mismo resultado se obtiene rotando el puntv 1 alrededGr del eje z en 

1800 I es decirl 

c (z) 
rxl rx] 

2
lO l:i· l: 

Por tanto; 'c (y)C (x) .. c 2(%) • El producto de las dos rotacione!!. C22 2
es otra perpendicular a es_ t'les, y se ve que la existenCia de C2(Y) y 

C (x) como operaciones de simetría de una molb:ula conllevan'necesaria:­
2

mente la existencia de otro eje C2 perpendicular' a eÍlos dos. 

Ele¡c,entos de s1metr1a equivalentes. 

Si un elemento de simetría (eje, plano, etc.) ! se transforma en otro 

Il debido a una operaci6n generada por otro elemento X, entonces A y B- , 
son elementos equivalentes, por definici&n. 

Ejemplo. 

F F Los tres f ejes C2 a ló largo de los enlaces B...F .­

equivalentes. Se transforman unO en otro median­"'-/ 
3 

I 
" te una rotaci&n C perpendicular al 'plano de la 

molb:ula, que es un elemento de simetría de la 
B 

misma (el eje C3) • Les tres planes \rv son taro­
F 

bi&1 un conjunto de elementos equivalentes. 
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eperlrC:1lm. 

Jl.esum1ende I 

( . { • .p.rooi.." 
n par 

1 
j eje propio orden n/2 (JI a Sn) , 

¡1:je impropie Sn I i { 2n operaciones 

I n impar :3 eje propio orden n (iI a Sn} 

l :3 plano V"h LL Cn)

'" 
Ejemplo. Metano (OH4)' 4 ejes bisectando cada angulo de enlace H-C-H. 

3.6) Producto de operaciones de simetría. Elcier:tos de simetr1a equiva­

lentes. 

En general, la existencia de determinadas operaciones de simetr1a er. 

una molE!cula conlleva la exis tencia de otras operacioni"s (y otros .elemen-

1»5) de simetria, como hemos visto en los epigrafes anteriores. Por ej., 

55 :::'? \J h J C5 

Ademls, por, regla general, el producto de operaciones de simetr1a. (apli­

caci6n sucesiva de dos oper8(:iones) es tambi~n una operaci6n de simetr1a 

de la mol~a. Es decir, si X e Y representan dos operaciones de sime-

, tría de la molE!cula, el producto YX .. Z será tambi~ una cierta opera­

ci&n de simetr1a, que puede ser simple o compuesta. Veamos un ejemplo: 

Supongamos que una mol~la posee dos ejes C perpendiculares, a 10
2 
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i 

El 'lllíenCenotiene des conjuntos de ejes de 

:rot'.:ilm C 2 equivalentes. S e transforman 

11110 'éI1 .u-. medimte C6' que es un eleme,a 

teCle sillletrl.a de la IIlOl&cu.la. (L~ COJl­

~_ 1 Y 2 no scm ec¡uivalelltes, pues no 

b. elemen tCI de sillletr1a que trllmSlorme 

1Il1O en e tro ) • 

t 

4-_ 

A~ equivalentes .... Son aquellos que pueden ser interéamlliadDs entre 51 

" por alguna epezo.cilm de s1metria de ,la melteula. (tien~ que sezo de la 

.:Lsmaesyecie qu!m:l.ca). Ej~ los tres &tomos de F en BF3' los H del ben­

e", etc. Los. seia carbonos de la conliguracilm "bote" del 'ciclohexano 

110 '.on equivalentes. Hay ~s grupos de 4 y 2 atomos ~P4!!C1:ivamente. 
iD la conÚgur.cilmQe '¡siUa" los 6 san equivalentes, es decir, existe 

'l1Íguna eper.:ilm de simetria (e algunas),~ los 'transfO~ unps en otros. 

c c 
,\,c-c1 
C-C 

C 

~C__~~ 
C.--c 

bote silla 
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IV.- GRUPOS PUNTUALES DE 5IME'IRIA. 

4.1) Introducci6n. 

Supongamos que, dada una determinada 1IlO1E!cula, determinamlls, todos sus 

elementos de simetr1a (planos, ejes, etc.). P~emos detem1nar entonces 

todas las operaciones de simetr1a de la molteula (conjunto completo de _ 

perac:iones de s imetr1a) • 
, i 

Es. un hecho cemp!"O)Iádc> que para describir la simetrta de cualquier __ 

l~cula 80'1, es necesario considerar las .operaciones de s_tr1a definidas 

en capitulos ante:riores f Q"', Cn' Sn' i. Adt!lás ,he..s via tó que el pro­

ducto de des de estas operacianes,dlsimetrla es, a BU vez, alguna etra < 

operacilm de simetrla de la llIOl&cu.la. ~traremós libera que el conjun­

to completo de eperacicmes de s1metr1a de cualituiezo molteula cumple los 

postulados de grupo, siendo la ley de compes1ci6n la aplicaci6n sucesiva 

de operaciones. Para esto nos ayudaremos del Siguiente ejemplo. 

COll.llideremos. el conjunto cempleto de operaciones de simetr1a de una me­

lecula planar tipo A83 (BY..,), 
2' t 'u ~ 't. 2 r." ' ¡.q' 

E,C3, CS' C2 ' C2 , C2 ' "v' Q'"v' f'v ' 53" S3 ' y ~ h I 12 oper... I 

ciones de simetr1a en total. Si se foma la tabla de mul"tipÍ1éaci6n, 

(tabla de Calley) se encuentra ~elProducto .de dos de estas eperacieo­

nes es tambib miembro del cenjUl'ltof por ej., 

B BBl 2 2 .1 

1 I I 
Á C A A

3 ffv

/"".. - /'\.. - /'"
ES 8

2 
B1 8

3 
83 

81 


.f 

I r~ -/<rvC

3 

Lo mismo puede comprebarse para todas las operlilCiones (para, todos los P:r:2 

ductos). Por tanto, el conjunte completo de elementos es cerr" respecto I 
a la mu1tip3.1cacilmjaerrespcmde al postulado 1 de la delin1ci6n de grupo. 

Es necesario comprebe ~ que se cumple el resto de los pos~ladosl 

el 'producto dj!!he ser asa<;1ati_ (II'. deheexiatir elemento unitario (III) 

2' 

i,~t 
,.\J,..:-ú;t..:,.~"~ 

http:llIOl&cu.la


y el elemen.to inverse (IV). 

11_ Es f1Icil c~bar que el producto de operadores es asociativo, 

A{a::) • (AB)C , 

y que por tanto se cumple el. postulado II. 

lII.- El elemento unitario es la operaci6n que deja id&ltica la molécula, 

es decir, no eperaci6n. 

IV.-,El elemento inverso existe en cada caso. Se vi6 anteriormente que

i-:1 •.i ~ \]'-1 • \f , {c:>-l .. 0:- , y es posible comprobar que 

las 1'CItaciones impropias tambi&l tienen inversa. 

( 111)-1 n-m para n par. Sn· $n 


{ m)-l n_
para n impar. S • O si m par; 
\ (S~-l.S~ si 111 impar.'n n 

Per teto, el conjunto completo de operaciones de simetr1a de una molécu­

laCÚlllplelos pestulados de grupe, y todos los resultados ya vistos para 

les grupos serm válidos para el conjunto de operaciones de simetr1a de 

UDa _lIc(zl.a. 

En el caso de las 1DID1éculas, delllido a que todos los elementos de sime­

tria 'se eort?!l en un JIUI1,to que no se traslada por ningt,ma operaci6n, los 

~se : lilllllln grupos puntuales de simetr1a.• 

4.2) Det~ Mninaci6n de los grupos puntuales. 

tilla v.::z estülecida la equivalencia entre el conjunto completo deope­

~Cliones .de s_tr1a de una molbla y los grupos puntuales podemos plS:!! 

..... eLa1guiente problema. determinar todos los posibles grupos P'l!!:!. 

tualea que PIlf!den .fo:rmarse a partir de la combinaci6n de dif'erentes ele­

!ftentos de s_tr1a. Una vez, hecho esto. cualqlJiel' molécula pOdrfl encas,! 

l1!111'Se 'dentro de uno de esOS grupos, en .f'unci6n de los elementos de s~ 

1:1'1. que pesea. Esto es dé gran importancia en la determinaci6n de .es­

tructQraa m.lecularea. A continuaci6n,iremos obteniend~ los diferentes 

g:l'Up!Nl PUI'Ituales,' sin pretender ser rigurosos, señalando sus caracterls­

tic.. principales. 

'" 
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A_ Grupos generades por un sele elemento de simetr1a. 

1.- Caso trivial. N. hay etre elemento de s:lJnetr1a en la melécula ex­

cepw E. Grupo de ot'den l. Se designa por al. 

2.- Un selo plano de simetr1a V". Genera des epe1'lllCi.nes I V y
2 . 

~ • E. Orden 2. Se designa por ° . s 

3.- "nic. elemento de simetr1a el ce:Iltl'e de i.nveraiin i. Genera des 
2eperac1.nes, :l., i • E. Orden 2. Se designa por C:I. 

4.- Un sel. eje PNpie de NtacUm de erden n. Genera D .perCli.nes,
2 3 ..JI, ,

C,C.C ••••••••••• c.E a a. a n 
És un grupe c1Clico, y por tanto abeliano. Se desigaa por Ca. 

5... Un s.le eje impNpie de Ntaci6n. En este case hq que considerar 

si n es par • impar. 

a par El eje impNpie S genera un grupo designade por S • de erden D, 
. n .3 n-l a . 

<:en a opercienes, E. Sal 01l/2' Sn' ••••••• 8 • El grupo S2 es urJ. n 
c..e especial, ya que 8 • :l., y en realidad se designa per Ci •2 
n impar En este case el grupO es de .rd.en 2ft. Se v:l6 que la presencia 

de un eje :!.mpNpie Sn CIm n .impar implica~a la existencia de UD eje C n 
y un plene q-h. Luege •. es te grupo ne cerresp4lllde a los de urJ. sel. ele­

men~. El grupo generado en este; caso es un grupo CDb,' que veremes ... 

a4elante. 

B_ Grupos generados per dos e • element.s de simetrla• 

1.- Grupo D 
n • 

Si a un eje 0D se añade urJ. eje Ca perpendicular a el, se .1Itiene un gru.­

po Du. Supondremos que 0n estfl vertical. Al aplicar la eperCli6n 011 al, 

eje C
2 

se eliltienen n ejes 'C pé'rpendiculares a Cn. El grup:e consta de2 
2n operClines (erden 2ft). (Les n ejes de 2&. erd.én mM las n e'PerClie­

2 nes C , c .. c3 , •••••• ri" • E) • a n n n 

2_ GruP! DDb, 

Se .forma añadien& un plano '"'h a los elementos del grupo Dn. ,Se com­

prueba que es un grupo de ereten 4.n, en las siguienti'S eperat:ÍODes de 
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,1 

;1 

ii 
:1 
'11, 

, '1.1, 

" 
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s illle1:1'la. 


n-l "..tac1cmes propias (eje Cn) 


~l retaciones impropias (eje Sn paralelo a Cn) 


n retaci_es C
2 

1 pi_ f"h 


a ,lanH q"y 


elemen~ identidad. 


L.. planes verticales surgen automi.ticamente por la c.mbinacilm de C y

2

'f
h 

• Bstes pllll1ti verticales ~ntienen a los ejes C
2 

y se designa¡ siem.­

pre per ,"y. 

<S en\f.. ~~ 
-, 

-- I 

l C2, 
I 

3.- Grupo nnd 

Puede ecurrir que al añadir el plano r
h 

para obtener Dnh los planes v!"r­

ticales que se obtienen bisecten t.s ejes C en vez de coincidir con e­
2 

Uos. In este caso se llaman planGs d1bedricos. y el grupo se designa 

entences per Dnd. El plano dihedrico se designa por rr • Este grupe es
d 

~ orden 4n, al igual que el anterior. En vez de eje Sn' aparece 1m eje 

82ft. 

4.-~Cnh 

Se genera al añadir un plano rr
h 

al eje de rot¡ícilm C 
n

• Cons ta de un t.-, 

tal de 2n operaciones, las n retaciones C y t.s n product.a O""hC: • C_ n
t\"" m m 

- Y h Y C conmutan, y adendls les C cenmutan ent1'e s1, el grupo es abe­n n 
li.,.. Se puede generv ..imis~ censiderando un eje Sn impv que gene­

ra 2n operaciones, COl!le se vi6 anteriormente (3.5. 3). 

5.-~C
JJV 

Se terma aiiadiendo un plano vertical fT v al eje de rotaci6n Cn~ Es un 

grupo de orden 2ft. Si n es impar, el eje C ~. la existencia de n pla­
n . 

a 

32 

. , ..J 

.... verticales, que s'Ulllllldes a las D operaci__ C da el orden' 211.. 

a· 
Si n es pv, el eje e genera sol.!lllleil.te D/2 pl_ 'ft!%'tieal_, y les pre­

111 n 
duct.s Ca fv gemeran otro c_jun~ de rV2 ,18M verticales. Bstes des 

conjun1»S ~ s_ equivalentes (M h~ operaci_ desille1:1'la que 1:1'_t..... 

me un.a plan.a en Ot1'es). Se acest\.ml1tl'a design.. uno de les c_jURtes 

pi%' lJ"y y el otro per Vd' de lIIIU'lera v~i1:1'via. b. cualquier CaN, ~a 

o ~1fd' el grupo se designa por C.... 

Les grupos que han vis~ hasta el MIII!!I1t41 pueden agnparse en de8 ce.!! 

juntes, de acuerde a su mayor. JlleZllJr 8iae1:1'la. 

Grup.a tipo 1.- ~a sola operaci6n de siae1:1'la ademls de la identidall. 

Son grupu de Itaja s:l.me1:1'1a. el' C. J C1 .• 

Grupa tipo II.- Sime1:1'la media. Se pueden especi.ficv en t6rmines de 

un 5.1. eje de re~i6n. (Si hay .t1'es, 5_ e perpendiculares, <*l1li en2 
1.. grupos D ) • Cn' Sn' e Jlh , Da' Dü ' DJ4 •CJJV' 'f'
El grupo C tienes.l. des .peraciones, C

2 
y C - EJ y tamltiE!n PlMb'la ser

2 2 
:Lnclu1c1een l. P.r conveniencia le dejaremes qu1. I 

I 
! 

El reste de 1.. grupos no censiderlldes huta abtra les :Lncluiremls en l. 
l' 

otro <:_jun~, ,les del tipo IU. y les ll-.aremH 9J"UP!S especiales. 

C_ Grupu tipe 111. (Lineales y de alta 8ime1:1'la) 

1.- Grupes lineales.- Hay des grupos de simetr1a basados en estructul'as 

linealesJ y Daov·CcPv' 


~l~las lineales que ~ tienen plan. de s1me1:1'1a .L al eje de la
CJOv' 

melflcu.la. Tienen un eje de "..taci_ C.o paralel. al eje de la ,... 

lécula e infinitos plan•• de sime1:1'1a c.mteniendlt al eje Coa • 
•

Ej. B - Cl , D - C .. C - H 

DOOh' mo16culaS lineales que poseen un plan. (jb. El pl_ \lh es equi­

valente a Winl1:es ejes C perpendiculares al eje de la mel6cula.
2 


Adema poseen centre de inversi6.n. Este grupo se designa por DOOh-


Ej. O .. e DI o H - C • C _ H • 
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'".)~_. 

2_ G:rupos <le alta sillletr1a. 

.asta el ..mento .ollllllfmte henws cfmSid.erade la ,.s:tb;l.lidad de que exi!, 

~ \111 eje'C., al que ll~s eje de retlCiin prilleipal, y otres ejes 

perpcdic:u.lares a es te C. De la misma .f'Ol'llla. solamerlte hemos COiU iderade 
, D 

plm.. q"'h y \Iv· Cuando se cfmSiderm eleméntes de s_tria :iDc;linades 

.,_pec:~ a un. eje e c_lderade c.. principal (gaenlmente el de maylJr 
, . '..> ••teDeJIIN 1.. gru.pes de alta s_tria. 

Al,C4IDS1derar les ,..lbl_ ~ que pueden. .f'0l'lll«f'Se de es,ta mmera, 

-. CIlCUt$tra c¡ge estu 9Z'UJIM •• :rellCi__.' a la ':imetr1a 4e les s'" 

'l,ida ~-- pel1f:drtc.. ta'tNleél.n, C'UIIIt, ec~dM.tcaedI'CI e 
I~;""~ B.y 7 g;rupes pun.'I:ua1es relaciCl.l1adH ce. _ ~ regulares 

que ,..... ~. eI1 tres c_jUD__ • 

I!1I\tpe!l te1:1"eedric:ea I T, Tb" Tel 


~tIC~. o,ob 

1I"UfIM' :tc..clrices I I, ~ 


i) Cb'upn te~_ 

~b •• u.. P'UP" c:CütU~s, 


pues 8'l1li ele111iL!1rl-- ele sime1:1"la pue­


,s.n ..... 41seut1cMs en base a los "' ­

~_ de sjaetda 'de un c:u.M. 
: • . l 

': ...... T.- Al c.adderar los .. e- I, .. 
. ",. 03 .. tiene un cube a le ; .:t rC~' ." 
\p 4e ~ diagenales princ' ,.uea, 

, ,)'1.., tres ejes C2 pez'P' _icula- Tetraedre :blscri~ en 1IQ abiNt. 
. '•• W caras elel cubo se ••tie- ' . 

: ._ gJ"UJMJ, ce_ puede ~..... .termandll. 1& 1:..la de lII.l.ltiplic:IC16n'. 

.,.. 1 elemen__ generE UD ~tal de 12 ~1C'ienes de simetr1a, el SI'IP 

',. .. de'.rda 12. 
3

T {40
:J::2 

.ll:!iltL.T4 - Se .f~ 'al .a&.dir al FU" T seis plano.s de simetr1a.. cada 

lIIl8 ,de les CIlales pua por des aris tas del c:ube opues tu en d.iag~al. e..... 

34 

"-''',,- l""I" :;¡p~ ....~l.... .,. Ala_-., 

da p!me Cflndene dos de lo. ejes c
3 

y 1IQ eje C2' y ,.:l.ncta UDa ele las 

aristas 4el tetraedre. lAs seis pl_, jUD'IlIt ca :.. elemen___teio­

:res, gen.eNll , ejes 8 eolineales ce :.. ej.. c2~ ID ~tal hay 19 ele­
4 

_tos de simetria. 
403 
X:2Td 

{, 'Vd 

68


4 '1 
Estos elemen~s generm en ~tal 24 el1.fe:rent.. OperlC1ees des~trb.• 


Es decir, el gru.pe • de erclen 24~ 


GElII!! \._ Se obtieDe añadiendll a T tres pl~ ele simetr5.a.!.s al.. _ 


jea C ' que pas_ pez' el centre del eulle. C..s.a pllmO ecUene __ ejes

2 

O • Lo. tres pl.llMa generan un centre de iavel's16n Y tres ejes S 4 par...
2

leles a 02~ ( 403 
A este gru.,. .pec1.f:lcamente X:2 
se, le llama FU" c6bic:.. \ 3 b 
No se encuentra en fl'ecuen- 3S4 
cia en '1l1li ..lkulas. 1 

r
11) Gl'UPOS ectaedricos.- Se.tienen C41DSieler~ leseleen_ de si­

\_tr1.. de un ectaedft :regular. c.. 
Gnp' 0.- I 

,¡e,
Se forma al efmSiderar todoa los 1:, , ;" 

( 
,"" ejes de retlCifm del ectaedN, 

r ~4 ..- c. 
O 403i 

\. 002 

es elecir, tiene 13 ejes prepios 

de 'l'OtlC16n. ¡
Gri.l.P' Oh•• 

!Se obtiene añadiendo al gnape O tres planos {fh perpencliculares a los ;: 

ejes c ' mas seis pl_ <:f • Estos element_ de s1metria generan \111 f¡!
4 d


tal de 30 eleJnentos, que a su ves generan 48 .perlCi_es de s:l.metria. 
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304 
4'::3 
002 
6V"d 	 El gI'Upe es de erden 48. 

Oh 3(fh 

4'!l6 
384 
:1 

:1U) G:ru,.. tc:.aaeclr:lc...- Se elJtienen censidereQ les elementos de si ­

..tria ele un ,.Ue4re regular de :10 ladM. es 
: 	 ..caGM! l.- I / 


Se '_rula al cens:lcle.rar t.des les ejes , ......es 


prepiM ele retei_ del icesaedre. 


llICS 

1 	 . 2003 


{ 
 1':;2 

l e,S!lm!!...~­
Se .ferma lIiIad.:lende un plce V"h a cada. eje CS. Est. genera un t.till de 

95 elementH, que a su vez genere un tetal de 1:10 eperaciones de s:!.mll­

tria. 
.... 13J, 

200
3 

l!iC2 
13110 . 

. 2056 

~ 

. ¡sU­
i 

Les elementos de simetr1a. generadGs por un dedecaed:re regular son .an~e­

ges a les del gI'Upe lb. 

Hemes cens:lder.lde hasta a.qi.t1 :tedlDs les gI'UptIS relacionados a sólidos re­

galares. Ne ha,y s6lides regulares con • de :10 lados. En la actualidad 
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sole se c.ruteen unas pecas especies qu1micu que pertenecen al gI'Upo ~. 

En la descripci6n de los grupos que hemes heche estin contempladas todu 

las posibilidades. Es posilJie demestrar que cualquier c_binaci6n de e­

lementes de s1m.etria o '1den genera uno de estos gI'Upes, e M es gI'Upo, y 

no estfl consider.lde en esta relaci6n ni puede generar el conjunte comple­

te de eperaciones de sillletria de ninguna mol~a. 


Resumiendo. Dada cualquier mol~a. necesaril!llllente debe pertenecer a al­


gune de les gI'Upos aqui ebtenides. 

4.3) Identi.ficaci6n sistem!l.tica de las ..lblas. ­

E:xcepto en les cases de melf!.culas lII1lY silllples, el pr:l.mer pase eI1 la de­

terminacilm. de la estructura de una molk:ula es determhl:ar a que grupo. . 

puntual de simetria pertenece. Esto se puede legrar de una manera relati 

vlI'J\eIlte Ikil ealizandlD les elementos de s:l:metria de la molk:ula. 

A c.ntinuaci6n dlllllOs la "receta" para la, identificacilm. de cualquier mel~ 

cula, sintetizada en un diagrama de bleques. 

COJI'ICI ler paso, se determina si la. molécula pertenece a alguno de les 91:l! 

pes especiales del tipo III (lineales o de alta. s1m.etr1a). Esto es ~l... 

tivamen e fk:il, y generalmente se bace ebv'ie per simple inspecci6n. Si 

la molk:ula pertenece al tipo lII, se sigue el diagr_ ele la pig. 38 • 

En el caso de les grupos de alta simetr1a hay que c-.rnJtrebar si la melflc:t¡,.. 

la tiene efectivamente todos les elementos de simetr1a, une per une, para 

evitar equivec~ienes. Si ne pertenece al gI'Upe 111, entonces el diagr.... 

ma sigue seg{.m la pflg. 39. En este diagrama se entiende per eje principal 

el de mayer erden. Si hay varios ejes de rotacUm del mismo erden., ent.,n 

ces se tema el que sea {mico de ac:ueréllD a la estructura particular' de la 

molf!cul.a, si le hay. De ne existir este, se toma cualquiera. 
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\' .¡;-- si -~~ JlAI 

Tip!'II ~ 
J 

Determinar.el eje 

principal C ; 
~ 11 

JlAI_ SJc 

(l:: es par) 

si -f' GruP! D 

Cnh 

n pl..-s. V, 
Cm'~' 9"'4 H s a 

V 

Cn'l 

-
e 

21 

39 

l. 

.!1~L 

1 

5i6 .... Cs 

-t 

@8i.... '~i 

nel 
C

l 

-~(~d-+ Dnh 

, 1 
n ple_ U""d 

115 a en' 
ne 

D 
21 

5bD
Ild 

J 


,A,r' 

re $Ir; .;; 7 n e , 

-
H~ elemen1». 
de s::Lmetr1a 
dicie.a1es' 
(e:epbt i) 

http:Determinar.el


4~4)EjelllPles de deternlinaci6n de grupes puntuales. 

1.- H 0.
2 .' C2 

He es :lel tipe III. " 

HIQ' un eje c :;,. ti,. 11 H -- ° ,..'j2 
Bl eje pr1Dcipal es el ej~ C2 H 

H. peaee 62ft 1/ a CJI o , 3" 
Be pelJee 02 .J.. a C ~ es un grupo C. 
., ,..ee q-h. 

n 


1'1ene 2 planN (f"v' per le tilinte. perteaece al ~ C • 
2V 

,:3~- miso 
Ne es del tipe III. (Ne es tetraedrica, H 

» hay e j esc2 ,cS). ",' : ''', 


"",,' : '\~" 

1'1ene eje Os ==> tipe II. K·'·· -,,······H······H·· .. ,~
U eje principal es el CS. 

Ne pIIS. S2zl 11 
3 

a C • 


He'tieBe C2.l. a C • 


Be ,..ee Q""h. 
3

ti..e :.-1....' \fv.(3 planes) o El Sl"IlJMI es C • 
3v ., 

. I ti3.... Tl.20 - 0- CH2 (Alen.) c.. "C%,
Be es del ti,. III. 

'II ,. 

i'1eDe un eje C 11 al eje de la IIIIOll.;:ula • I ' 2 •..\t' .•,. ' I ..., H, . -.,1'1ene un eje 6 paralele al C
4 2 de i e .." l' ..:

• Z. " . : :Jff;y elementea adicieaales ademtl.s 
_.;:...y_._' •• '.... .c;;- ~~·C _~~ ',, __ J.' __ 

(Plan_ de s1metr1a c:rv) •. i( .' . 1'1...Al examinar cuidádesamente se ve que 
. . ....' , ,/:" 1 

hay eles ejes C2 ls al C prinCipal,
2 


pel' tante es un grupo D. / 


Be' tiene plar,lll \{h! T1ene dos pllll'1es que bisectan les ejes C (G'"d) , 
per, ta1:e ,eteaece al gl'Upe D2d. 2 

40 

,
• 

~ 4.- Ferrecen.o (CSH')2Feo 

Ne es de'! tipe IIIo 


Tiene un eje 05 (el de mayIIr n). 


Tiene un eje Slo pRalele al C, 
 .... el. 
(J/lOde vuel'ü'''' Ifh 4a una pe­


sici6n equivalente) 


Ijay elementes ádicionales aparte -­
'de i. 

Tiene , ejes c2 ..Ls a C" lueg. 

es un grupe D. 

Ne tiene \rh ° " 
Tiene , pla_ CJd' ubicadu de .forma cj;Lte cada ua. pasa por un ~tice 

y el centro del 1.. centrara, bisectadlt un P"'de ejes C20 

p grupo. es D5do . 

,.- Bem:en-.. 


Be lineal. N•.espedal. (Ne grupe lII)cr 
 'Q
Tiene.1D'l de pri'l1c:ipal C6 :.t al plane de la -, .... ~ e 

.....-"-., . c. 
~~~ , . 

Ne tiene eje 612 11 a e6 • . e 
'l':l.eae 6 ejes C J..a C,o Es alguntl de2 

.1.. grupes J). ' 

'Tiene ~i~ fTh. Luege es ta molec::ula perte)eC'e al grupo D6h. 

Tambifin tiene' rr. r que no S4m: dihedl'ices, pues cada une ceincide c:tII'l v 

cadllUll8 de les ejes C

2
0 


4.') Clases de operaciones de siroetr5.a. 

En el ep1grafe 2.3 se vi6 que el cempl.eje fel'llUlQe ~ todefi les ele­

mentos 4e un~pe conjugados entre s5.'-era ~a c:J.ase del grupe, ~ de­

finicifm. TlImbUn se vi6 que si H es una clase de G, entoríces n .. !lIh, 

esea, que el e!'den de cada clase era:un fac:teZ' eatere del grup4h Para 

ilustrar este -en el case de les 9?-'UPe5 puntuales, c:.nsideremos las cla­

ses del grupe C4'11' 
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~ 

í Elementesl E, C4 , VV· 
C

4v l Operacienesl E. C4 , c2' C!, 2 v;.. 2 ~. 

Les des plllMs rr.. fen\lln 41' een les v:. • .. 	 ,v 
Busean<1e las clases de este grupe ebtenen.s la siguiente tabla I 

E 
3 

C4 ' C4 
CClases del gJ"I1JIe e4v 2 

Ifv ' If~ 
<fel' <fd 

El elemente que efect6.a la tra:nsferma::Um de semejanza en ea4a case es 

une cualquiera de les ~lementes .del grupe. El grupe es de et'deD. 8, 'y ca. ­

da clase cumple la eendici6.rl de que su erden es un f'actwr mtere del el' ­

,den del grupe. El siguiente lema ilustra el signif'icade de una clase en 

un grupe puntual. 


!I!!!!._ En un grupe puntual, des eperacienes de simetr1a pertenecen a la, 


mis_ clase cuando una p!lf!de ser reemplazada per la etra, estm4e esu 


f1l tillla referida a un ~ sistema de referencia, accesiltle per UIlA epe­
" 

racUm de simetr1a del gru:pe. 
3' "1r ./

Ejemple. Analic_s la clase C4 ' C4 ' Cf~;. 21f/4. ,/2 

C 4 ~ ; .. 3'1t/2 . 

. 3
Es f'acil ver que C 4 ,tiene el misme efecto que una r.taci6.rl C4' apU.qada 

en sentieSe cen.trart., e sea, e! .. C.4. El pr~ iD,diaa que la retacilm 

hay que temarla en sentide ,centrario. 
')(.. .ttI\I!)~¡"/.,Y . , ". \

:' .. ~ '.~«_. ).F4.~ '. ; 0,."~"" 
C"," ~...' " .. ' , 

"",C4 

/. ~I'(I 

,; " 
tf 

'" yl 

Cen:sideremM ahera el .sistema de refere:neia que se ebtiene al intercam­

42 

.. \" 

])iar las ejes x e yl x'. y , y'.x. Equivale a retar el sistema un _ 

gule alrededor de un eje C
2 

que 'bisecte les ejes x e y. ]te.feride a es­

te nuev. sistema la retacilm C 'es contraria a las agujas del relej.
4 

Es decir, C! y C 4 tienen el misu. etecte een tal que C 4 se teme referida 

a e1::'N sistema de referencia (al cual se llega, en este case, aplicllDdil 

C ). rer tanto, pertenecen a una misma cl,ase en el grupe C • En e1::'N
2 4v

grupe ne tienen par qu~ pertenecer a una,.misma clase, ya que el eje C2 
que' trilnS.terma xy en x'y' ne tiene' per qu~ existir. (En este ej. un pl.! 

ne r¡v que bisecte les ejes tambi&n efectf.ta la transtermacik1). 

Debide a la equivalencia entre eperacilmes de simetr1a de una misma 

clase, se acestumbra designar las eperac:ienes de simetr1a de les grupos 

ccm una netacilm mis cempacta, de la terma siguientel 

Inversi6n.- Una sela eperacik1 de inversik1 es posiltle par IIIItl~a. Ella 

sola .terma una clase. Se designaper i. 

Reflexienes.- Una reflexik1 (Th es una clase per si misma.. siempre. Les 

planos fT". que pertenecen a una misma clase se designan per
v 

n f... Si scm dihedrices, .per n lfd. 
v 	 m ~ 

Rotaciones propias_ Se agrupan per clases segCm C ~ C ;n 

excepte en las grupes C " que son equiv.
n 
ciclices, ahelianes. (En un grupe aheli_ cada elementll é:s 

conjugado unicamente consige misllllt). Estos grupes se carac­
m .

terizan perque cada eperaci6n C ferma'lma clase por si mis-
n 

ma. En los grupos de mhs alta simetria les ejes C se agru,..
n 

pan en clases de la siguiente .forma.: 

Tomemes como ejemplo las rotaciones c~ 
Notaci6n 	anterior Nueva notaci6n . 

5 
C6 , C~ 3::6 

C~, C6 ... C3 ' C~ 2J
3

{[ C , ... C	 C
6 2 2 

Cerno C6 y c~ sen iguales si se toma una en una direcci6n y el 

otro en la contraria, se designan ambes pe~ C6 ' y asi sucesi­

vamente. 
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btaciom.es hlprepias ... EXllCt_te igual que en las r.tac:ienes pr.p1as, 

es 4ec:ir, m
Sn ~Sn-m n 

equiv. 

- ... 
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V.- 'lEOIUA DE LAS iEPRESENn"lCIONES. 

5.1) Matrices. 

En este ep1graEe revisarell1fi al~s eenceptos que se supenen cen.ci­

d.s, e intr.duc1:.remes algunu adicienales. 

Una matriz es un arreg;L. de nÍDrlenls, 

......... 
~1I¡1 1I¡2 
••••••••• &211.a 21 ~2,.. ••••••••• a

A • ~l ~2 3D 
mxn •••.....•.•.........•.•.. 

••.....•••......••••..•.• 
aaml, aJll'lm2 

Dec:imes que la matriz es m x n s1 tiene m .filas (herizentales) y n c.­
l\ll!ftaS (verticales). El elemento gen&rico de la matriz A es el t~rm:tn. 
a a.nde i indica la fila y j la columna.ij , 

Suma y resta4e matrices. 
"+" " +
A .. B - e :::;> c i · .. aij .. :!ti" 

mm mm lIIXIl J " 

La suma de matrices es as.ciativa y conmutativa I ,.. ,.. ,. ,.. 
A+B_B+A 

A+ (s + e) - (A + B) + a 
n

Producto de matrices.",.
A B 

mm nxp 
• 

,.e 
mxp 

Cij .~ aih~j 
hll-l 

ejempl.: 

[: ~} l~ 
o 
2 ~1 - t ' ..2 

o 

o 
2 

4 :J 
k2 2x3 3x3 

2 

=¿ ~bh3 .. (lxl) + (Oxl) '" 1,c 13 

h-l 
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h.,ie4ades del preduch:
/'- ,.. ,..' ,.. "" ... 

As'toeiaUWI n&n(~ piq) '" (n&n ,&p)piq 
Ne cenmutatiwl AB ¡. BA en general. (si ne son cuadradas, el preducto lA 
verse ni siquiera r:.ede .te:rmarse). 

CU~I» IJIIIC se dice que la, ..triz - es una matriz cuadrada. y se indica 

(Dm). Una matriz c:uad1:ada es 11. singular si su detel'lld.:nante 11e ~~ ~_ ;le, 

e sea, IAl ¡. O ~ 11e singular. En le que sigue, s~ que t_ 

... las matrices s.n euad1"adas. !le smgulares. El erden.• dilllensi6n de 

UD& matra cuadrada serl el nÚlJlere de elenient.s en cada fila e c.lumna. 

Matriz identidad (l). 
,._ ".,. A 

-1Es aquella matrilil. tal que Al. IA • A • O 	 O • • ., 
O • •Se 'demuestra &ilínente que en esta _ O 1 ~ 

~ tr,1z.todes les tbmines sen cere e:lCCe¡­ .. O 1 •-l°l • 
.. les 4e 1a diepnal principal, que O O O '. • • 

sen igua1~ a l~ • • • . . . · · • 


.El elemente geéÍ-:I.ce es la delta de ~~ • . . . 
. • '!· · 
J:er , eS"ij • 

1 3i :l-j ; I -1 
aij • {6ij ..O lii ~j 

Matriz c1iag4m.&l. 


Es aquella cuy. eleme!'1t<, g~ico viene clade pel' a i . • )00.,& •.• O sea, 

_ '" J 1J 

la matriz es semejante al, con l .. s t1!rmines de la diagenal d~era.tes 

.de 1 • 

. Matriz cliagenal en bleques. 

Una matriz diagenaJ. en bloques es una matriz cuadrada cuyos t~rmincs n& 

, llUl.es e..ttln arregl\il4os en bleques a le l~go de ladiagenal princip¡¡.l. 

. Puede haber f' 3 D más bleques. 

,. ~. . O 1
,_._.-__ 1 

A lit , 1 roen 
O: A 1[

: r;J ..; 
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Per ejemplel 

Se puede d_trar fácilmente 

t~ 
O 

2 

O 

O 

O 

O 

3 

O 

O 

O • O I 1_ 

que lA,.\ .¡A,.
l \ 11." 2\ \1... 3 

\ 
U:rta prepiedad impertante de las matrices diagenalizadas en bleque es que 

si <'1M de ellas estlln diage11aliziMas de la misma terma, ent.nces su pre­

duc:te tambitm le esttl. Es decir, si 
". 

B '1 O 

B. ~P;J 
O I ,.

Á. [-trJ q~ 
A ",.. 

'se puede demestrar que la matriz C • AB tendri la misma Eel'lll&, es decirl 

GTI1
".. 1': ~ ,. ~,.. 

donde. ademls, Ci • A1Bl c2 • 1./2 ' Las matrices diagenalizadas- en 

bleque se multiplican bleque a bleque. 

Matriz inversa."'" 
, '. .... 1" es aquella matriz, designada per 1.- , tal que.La matr1z inversa de A 

""-1 • A "-1" " • '. Se ~emu.estra que el elemente genuice de la lIIatriz 
1\ 

AAA 'A. 1 

viene dade pel' -1 (-l)i+~ij 
ij •a j A \ 

/' 

&mde Mi' es el mener del determinante que se ebtiene al. eliminar de A
J . 


la Eila i y la celumna j. 
 .. 

MatriceS cenjugaOas. 

1\ " 	 ,.
Des matr:i,ces A y B sen CNljugadas si existe alguna etra matriz Q tal. que 
,... ;"-1"""B • Q AQ. 

I Tambifln se dice que etJ tin relaci~adas per una transEQZ'I!&­
". A_1JloJ'li. ,.. A_l.c-:.!' 

cib ae semejanza. Es Eacil ver que si B • Q AQ, entences A. • Q -1lQ • 
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5~2) CarllCter e traza de una matriz. 

Per de.f'inicUm, el car~ter de una matriz es la suma de les elernentn 
. 	 ~ ~. 

de la diagenal principal. Se designa per 11... Para una matri2. A 
nxn 

X,,· L 
n 

ajj 

j-l 
la,." ,. """, A,.. 

Prepied.a4 1.- Si CIIIlB y D - SA, entences C y D tienen el m1s_ car~ter. 
n n n 

~C·LCjj - ¿ Lajh~j 
1-1 ,j..l mol 
n n n 

XD ­ ..2:djj .. .zX1Jjh~j 
1-1 j-l bDl 

~ ..¿¿lJhjajh ..¿2.ajhbhj .. ¿L ajhbhj .. Xc 
h j h j j h 

Prepiedad Il.- Si dos matrices son cenjugadas tienen el misme caracter. 
,. "·1""Sea B .. Q AQ ; 

X-de B.. )(.de G-1ÁQ lO X-de (Q-l¡)Q 
,.. "'-1.... 

.. 	;X.de Q(Q A) , per la prepiedad 1 
"'tI "~-l " 

- "",de (00 )A 
'Y' ,. ""-1" .. "",de A : ya que 00 1 • lO 

.503) Operacienes de simetria en netacHm matricial. 


Es pesilille representar cen matrices las diversas eperacienes de sime­


tria que nemes censiderado en cal'i tu14lls anteriores. Pasemos a demes­


trarle'. 


Rotacienes (e ).

n 

Al retar ún angulo , el vecter de posici&n que renresenta el punte (xy) 

giJ'a un angule " ebteniendose Un nuevo vector de posici6n r' tal que

r' .. l' 
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.~, .~' 	 ....~---~'"'_."• t,tJ.1bIJY*,lJIIl',•• W iL , ' ,R, ' 
3 	 - , .~' ~ 

"'f 

x t.. rtces(S _ ~ 


y'. r'sen( 9 --9 ) 
y


1" _ l' 

\ 

: ()C'y') x· .. r(cuSces' + sen9serf1) 

yt • r(8en9~ - Ces65ez:9) 

Vjr·l_-=-~L )(~,x 
sen 9 • y/r , ces 6 .. lf/r e 

y sustituyendo convenientemente se encuentra el par de ecuacienes de 

trl!ll'lSfGrmaci6n de c..rdenadas t 

x' .. :xces, + yser; 
y' • -xser# + yces, • 

Este par de ecuacienes se puede expresar en netacUm matricial de la 51­

guiente fe~1 ces, 
8er#][;~ - [ ces, [;J-ser# 

Identificande a' de acuerde ala expresi6n , - m(21T/n) esta matriz re­

presenta entences al eper~r Cm t 
, n 

~m • [ ces, ser#l 
n -ser; ces,J 

- 1' .. ­
y, en netaci6n abreviada, 1" - en l' • 

S1 la rctaci6n es en sentido centrarie, se demuestra .t'acilmente que la 

matriz de la trnasformaci6n es la traspuesta a la dada. 

Hemes planteade la retaci6n cens1der,ande selamente des dimensi.nes. 

Si se considera el eje Z, la Sra. ecuaci6n de trasnfermaci6n seria z·,.,z.; 

o seal 

x' - c.s,..x'" ser#.y + O.z 
. y' _~.x + ces,.y + O.z 


z' • O.x ... O.y + 1.2 
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y la matriz quedar!. 
cesst s~ 

c· • ...s~ c..st
D 

O Ol :J 
Para l'4ttacieu alre4eder de etr. eje se eb1::ienen matrices anUegas. 

Be.flexiaes.( V") 

Per sillple wl'ecc:ifm se ve que para una re.flexifm en un plane que c_ 


tiene 1.. ejes Y2., 


Xl • ..¡x 

yl .. y NA 

z' • 1. -x x 

Es decf%'1 x'. -l.x + O.y + 0.1. 

~I.. O.X + l~y + 0.1. 

zt. O.x + O.y + 1.1. 
[

X']
yl 

1. 1 

'" 
[-1

O 

O 

O O]
1 O 

O 1 

[X 1 
Y ! 
1. ..i 

y la mA1"riz de la transi'ormac:ifm viene dada per 

-1 O 01 
q. 

( 
~ 1 

O ~J 
y en hrma c.mpac:ta, rilO q.r. Una re.flexi~ a trav~s del plan. xy se 

representarl, per 

l~ O O]'" 1 (1 etc. (v.r1a l.)v:xy • 
O -1 

Invers i&n (i). 
, - - ­La eperac:ifm de 1aversifm es talque ir .. ...:r e sea, r' .. -r 

x•• -l.x + O.y + 0.1. l O 01 

(
XI] , r -1 0j [:]
yl.. O.x - l.y + 0.1. y' .. O 

Zl. O.x + O.y - 1.1. 1. I . O O -1 
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es decir, para la inversUm tenemu 

O 

'" t =¡~

O -1 


O O 1J 

Elemente unitarie (E). 


El elemente unitarie es tal que r'- ir .. r 

X' .. l.x + O.y + 0.1. 

yl _ O.x + l.y + O.z .. 1 
l.' • O.x + O.y + 1.1. [::l [~ 

o 

~1 mO 

Per le tantel O ... 
E • '" 1 • 1 ,(~ ~1O 

el elemente unitarie es la matriz identidad. 

Retaciees impropias (Sn)' 


Censiderande la rotacifm en el plane xy :v:a analizada, y la re.flexifm en 


el misl'lllt plane pesterier • la l'4ttacifm, y teniende en cuenta que la Z l1e 


se mezcla ni om X ni ce y en las ecuáciees de transfermac:ifm; 


X' • cosst.x + s~.y + O.z X'] [ cust s~ O] [Xly' -er9.x + cust.y + O.z cesst o, Y[:: • ...s; 
z· '" O.X + O.y - 1.1. O -1 z 

Sn 
,... ,.. ... 

Se comprueba fac:ilmente que la relacifm S .. q':hC se cumple en las _ 
n n 

trices al igual que en les eperad.res: 

O cesst 
'rcesst0-] t s~ 01 s~ o]l-~ 1 O ...ser9 CMst O • ~ Cfilsst O 

lO 0-1 O 01 O 0-1 

.V-" C " 
,. 
S

h n n 
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" ,.
(sen n;atrices diagenalizadas en bleques). Ademis las matrices en y \f

h 

c:emnut_, evidentenente, al igual. que les eperaderes. 


5.4) iepresentaci6n ~atricial. 

Cualquier cenjunte de elemente. capaz de representar las eperacienes de 

.,imetr1a de un detertn.inade grupe pgn1:ual es una JOep.:r:esentacim del misme. 

Hemes 41!l11111strade que tedas las eperaciones de s1metr1a pueden represen­

tarse c:eme matrices cuadradas de e%'den 3, l'e.feridas a un sistema. de ce­

e1'llenadas cartesianas cm vecteres unitarús 1, l', k. 
P~a el_strar que el conjunte de matrices asechao a las eper¡¡cienes de 

s:lJletria eré un dete:r:ninade grupo puntual es eEectivamente una represen1¡! 

c16n del grupe, hay que d!!'MIstrar que ese conjunte es un grupe isemerEe 

c-. el eensiderade. Es decir~ hay que demestrar, 

a) Que el cenjunte de III4ltrices cumple les pestulades de grupo. 

1t) Que tiene la misma tula de lIII11tiplicar que el grupe puntual ccm.side­

rll4e. 

Analbaremes 8III1tas eXigencias valiendenes de un case par~ic:ular, d del 

gJ"IlJIe C2h • ~:::n real:td84, la exigencia .) "* la a). pere para mayer ilus.'.. 

tracim, malizaremes las dq c:enjuntamélte). 

Para el Jr\l'pe c2b• 

¡fE': ,~ 0voC2h\7'~ i ¡¡ 
'S . h ,E C2 J 'V 

C E ~ :1.C2 U 
2 IT. E C:1. ,i h 2 

g; V""h! 'i C
2 E 

CU1T sen1\ O] 
.' 

[_1 O O]" 
C2 - -&:7T ces rr O • O -1 O/ (J • 2T\/n .iq 

[ o 1 O O 1 
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y, per ej., 

-1 O
"',. 

[ 
O] r-l O0J [1 O01:lC2 - 00-10- 010- V-h 

O O 
0-1 -1001 O()-l 

.... 

que concuerda ce el resultade de la tabla. De la IIdsma Eerma se pIlede 


demos trar para el res te de las operaci_. 'Dtmarenles come un heche cie.!: 


te que es te;! se cumple en tedes les cases. Ademb, de pase se delllles~a 


que el conjunte -de matrices es cerra&t.En c:u-.te a les etres p-stulades 


de grupo: 


II.- Asoc:iatividad. (El preducto de matrices cuadradas le eumple) 


111.- 3 demente unitarie (la matr1t: 1). 


'IV.- TedG elemente tiene su inverso que pertenece al grupe~ Este se ce.!!! 


prueba Eacilmente en el ejemple censiderade: 

,..,.. .... ,.4,.. A'" 

0202 • 1 ti .. 1 ; ~ t1h .. 

#lo 

l. Es decir, les inverses de 


los elementos sen les preptes elementes. 

En resumen, el conjunto de matrices que i'epresentan las operacienes del 

grupe C Eeman un grupe isomerte c.n c ' y son efectivamente una repI',!
2h 2h 

sentacifm matricial de C • De la misma terma se puede d_strar que pa­
2h

ra cualquier etre grupo la representacim matricial de les epera&tres es 

una representacib del grupe, y as1 le censideraremes de ahera en adel_ 

te. 

Para obtener estas representaciones hemos considerado como base un vecter
" ,.,..

unitario i, j, le en tres dimensiones. Se pod.r1a tomar etre grupo de vev­

tores como hase, y siempre seria posible hallar otra representaci'n del 

mismo grupo. En general, existe un número il1mi tade de representaciee9 

para cada grupo. Sin embarge, para cada grupo, solamente es de inter~ 

ccmecer un n_re limitado de reprt;i>entaciones. Verenws este a continua­

ci6n. 

5~5) Representaciones reducibles e irreducibles. ,.. ,... ,.. " 
Teorema .... Sea 1, A, B, e, •••• un conjtmtc de matrices nXTl que forman una 
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repzoesentacUn de un grupe puntual. Sea Qetra matriz cualquiera =, 
De singular. El c.n.junte de matrices que se ebtiene aplicando la transo. 

E.:rmaci6n de semejanza con la matrb Qa la representacifm dada es t_ 
,... "'-1"'''''

bitn una representacifm del gruP.. Es decir, si A' =Q AQ ,. ,.,.-~..!' ,.. ¡.. ,.. 

BI .. Q. --I:IQ t etc., entonces el cenjunte A', B', e', •••etc. es tambiE:n 

tilla representacifm del grupo. 

Demu tracifm.1 
,../t:> ,.. 

SUptlngaDlti AH .. e 
,. ,. ,. 1..... ... ~!' A ,1 ""-1"'/'& A lA~" J\ ..1~'" ;.
A'B' • (Q- AQ)(Q- I:IQ) • QTK(QQ )BQ .. Q- ABO '" Q -CQ .. CI 

,." I
Y cualquier producte AH tendrSt su he.lego en el grupo primado. Es evi­

dente que ambes grupes tendr&n la misma tabla de multiplicar si se hace 

cen-esponder a cada e1-emente su semejante. Por tante son grupos isomorfes 

y se cumple el teorema. -.­
eensideremes la representacifm. de un grupo puntual I, A, B, •••• etc. 

y supcmgames que al efectual la transformacifm de semejanza se obtiene 

una matriz diagonal en bloques, es decir 

Al ¡", 1 1 
._.I-~··I

~-".'" ~A':"'_lAA
A'",Q AQ. : , 2: .. _.... r~.'•• _--,. I 

AS J 
y qUe un resultado s_ilitUar se obtiene para las demb matrices del conj~ 

w. Entonces. debido a la p:r:-.piedad de que es tas matrices' se multipli ­

can en b:i..que, y seg{m el teorema anterior.".,.. "'" 
AB .. e 9' 

,...,...,... 
A lB' .. e I 

,...,.,... 
AlB' .. e
111 ...... ... 

A'B' .. C'
2"2 2

",..,.
ASBj • C 3 
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Es facil ver que cualquiera de les conjuntos de matrices AÍ:' Bk' eÍ:' •• 

etc. es tambifm una representacilm del grupe. A cada elemenw A, S, O,,.. ,.. ,.. 
•••• le cerresptmde tm element. A.' ,B-t.,C,:. ••••• , y.ademfls

A'" A':-¡: lo¡lit. ~ 
AB .. e ~ ~B); .. e); • 

El cenjtmto A, s, C, •••• y el ~. B);, C);' •o •• tienen la misma tabla de 

IIlUltiplicar (sen isomorfft) y per tanto este ultime es tambifm una rep:z:s 

sentacilm del grupe. 
" Si es posible encontrar la matriz Q que lleve a cabe la' transfermaci6n 

" '" " aqu1 descri ta al ser aplicada a una representacilm (A" B, C. ...) decioo 

mes que la representacilm es reducilille. Si ne es pesili!le encentrar la 
" ,

matriz Q que efectue la transfermacilm lile cl.ice entences qUe la 'represen­

taci6n es irreducible. 

Les cenjunws de matrices generalmente se designan per r . Si 

: r
r:).......: 

2 : 
\ .r .. \- ..... _-;- ............ 


: r3 
t\ 

n ,.,
esto se expresa generalmente cerno una suma directa r .. r + 1 2+ i 3.l 

ejem,le' Consideremos el grupe C
3v 

E 

C (el.ementes agrupados en clases)

l a::33v 
3U-v 

,Pm:a la representacifm matricial, pilmando la terna i, j, k cerno base, 

ces2 /3 -een21t/3: 01'~l O: 01 rl O' O]
1 • ~ __l_i_~, c3 .. s:n~ /!_:O:2~!!L~J ~ DI o__ :-:_L? 

O O ~ 1 ... O O'.1 [O o; 1~ 
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hta repres~taci6n se puede descempener en des 	representacienes: 

ces21T/3 -sen21f/3Jr . '[1 ~] 	 [1 0J 
xy O 1 [ sen2Tf/3 cu21"í/3 O -1 

z [11 	 [11' (11r • 
y este se expresa ceme r· rxy + r; · 
De tedas las pesibles representacienes de un grt.tpe, las mU impertantes 

sen las irreducibles I y ne las representacienes en s1, sino as caracte­

res de estas representacienes. Estas serfm utilizadas mM adelante en 

p"blemas relacienades' cen la dinflmica melecular y la teer1a de la valen­

cia. En el ep~grafe siguiente mostraremos de que forma se representan 

les gi'upes en base a les caracteres de las representacienes irreducibles. 

5~6) P"piedades de les caracteres de las representacienes. 

SUpoftgames qUe un grupe tiene varias representaciones irreducibles 1, 
'j, k, etc. vesignaremes per ri(R)' a la matriz de la representaci6n ~ 
dueible i !ue correspende a la eperaci6n de simetr1a R. Si el grt.tpe es 

4Ie ~rden 9, la representacÜll centarft. cen ,g matrices cuadradaS, cerres­

peadient.!S a las eperacienes Rl' R2' •••• .R. El erden e dimensih de 
, 9 

elida matriz se designar" per Li" A continuaai6n se dk sin demestraci6n 
/ 	 , 

un teerema que es Eundamental para analizar las propiedades de los carac­

,teres de las representaciones. 


Tvrsna.- Sea ri(R)mn el elemente genln'ico d~, la matriz r i(H) corresPe.!!. 


diente a la i4sima representáci6n irreducible de un grupo ptmtual de er­


den 9, sienta Li la dÍJl)ensi6n de la matriz. CD!JSideremos el vec;'r de di. 


mensi6n g que tiene per ceeficientes les elementos gen~icDS ri(R)mn c_ 


rr.eapedientes a cada operaci6n R del grupe: 


{ r i (Rl)mn I ~i (R2)nn; ri (R3)mn I • ri(Rg)JIBl} 

;-	
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, entonces se cumple quel 

1.- L.ri(R)JIBl r/R)m'n' • O sii,.j 	 (aunque nplm', n,41 1, idem 

(si se cumple la igualdad
R 

Es decir, vectores erigin.m.s per elementes gen~ices cerrespondientes 

en dif'erentes representaciones son erteg.uües. 

II~- 2:,f";.(R)1I'II: f;.(R)m'n l O si m,. m' 	 e 'n,. n'• 

R 

Es decir, vectores originados per elementes gen~ric.s dif'uentes de u­

na Il!isma representacilm t~ib sen erteg_ales. 

. III.- 2:,ri (R)nn ri(R)mn· 9/Li 

R 

El m6dule del vec tor es igual a 9/Li. 


Estes resultados pueden incluirse en una sela expresilml 


, L. 	 g/ILiLj <5"ij6nn 'r i (R)mn rj(R)m'n' • , c5nn 

R 

Analicemos ahera, en base a es te teerema, algunas propiedades importan­


tes, de los caracteres de las representac:ienes. 


Propiedad 1.- La suma de los cuadrados de las dimensiones de tedas laS:. 


representacio)¡e¡¡., irreducibles de un grupe es igual al orden del grt.tpe, 


e sea, 

222 2 

Ll + L2 + L3 + L 4 + ••••• ".. • 9 
Demostrac:i6n: 


Se9,Úl'l el ~eorema, los vectores fi(Rl)JIBl' ri (R2)mn' ••••• G,(Rg)nn sen, 


de dimensÜll g. (Tienen 9 compenentes, per,tante se encuentran en un es­

pacio de dimensilm g) • 


l1atriz de orden Li => L~ elementos gen~ric.a => se pueden constrUir 
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, -PL~ ve.cteres de diJnellai6n g "per c:ada representaci6n i. El t9rema bui­ ¿ x"¡(R).x,.(R) .. K ~ 222 
ce exige ,que el 'bttal. de vec:tores Ll + L2 + LJ + ••••• sean or'btg~ales. 

R
C-,. .el espacie es de diJnella16n g no puede haber mfIs de g vec:tores er­

'btgenales (L.l.) 
 ¿ (X.(R»2 • g2 2 2 / :1.Per te'bt, Ll + L2 + L3 + •••••••••• ~ 11 


La exp1'e.SUn cerrec:ta es ~ el signo .. (para demestrar la propiedad) I R 


pezoe.es Jm:(Y c:empl1cada su o-stracUn, y la obviaremes. 
 Fropiedad III.- Los vec:tores cuyos componentes son los caracteres de des 
c.rel8rio_ Para la matriz identidad de 41mensián Li representaciones diferentes son ortogonales, Es dec:ir 

~(S) -Li 

I
pez' tante, de ~ a es ta prepiedads Z Xi(R) Xj(R) .. O si i,. j (1 ... j .:;> propiedad 3 

L(~(E),)2 - 2)~ • 11 ejempl01 R del teorema)1 O O]
O 1 O DeIllQS tración I 

O O 1 
i [ 

Z Xi(R) ~(i) '" Z {2: G.(R)1lDl\ .z {'j(i)m,m,}(Es'bt en realidades una fo:nna equivalente 
Li • 3de esc:ribir la prepiedad I.) R R m m''Xr DI J 

__ J'ijJJmI'. ¿ ¿ 9 (teorema básico)
Prep;!.ecla4 II.- La suma de los c:uadrades de los caracteres de c:ualquier .. , {LiL . . 

m m J
l'ep:fe5entac:ión irreducible es igual al orden del ~pe. Es dec:ir


L (~(a»2 .. 11 

, ga r .. O

0Jml'• &¡j LL~Dem.stl'ac16n1. Pw el teel"em& Wlsicol 
m m' i'''i~ j 

(MM Y m'm'':;> ele­2,l"i(R)J!III ri(a)m'm' - g/Li'mm l 
ya que i,. jjindependientemente del resto de la expresión.mentos de la diag.)

II ' 

s~ s.Jwre m y m' desde '1 basta Li (# de elementos en la diagonal) , _Propiedad rv.- En una representaci6n cualquiera las matrices que repre­
" 

sentar. operaciones de una misma clase t'ienen el mismo car~ter•¿22,ri (ll)mm Pi(a)m'm' - L Z g/Li·bJml' . Demostración: 

m m' a m m' 
 i;lementos de tina clase conjugatios entre si las matrices de 

,tma misma clase con matrices conjugadas (grupos isolllOrfos), ,y COlllQ las 

matrices ctonjugadas tienen el mismo caracter (5.2), la propiedad se eUlllo­2[2, f\ (a)mm L... r/R)~'m'] · ¿ ¡¡¡ti 
ple.

ll.m m' m 
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" 
h9pie.... V;'" El n(mIere de represe:ntacienes i:r.re4.ucibles de 'un grupo es 

ipal IIl:,n(mIere ~ clases en el grupe. 

Xe ~ la c1eMstracifm celllPleta de esta propiedad. Demestraremos 

tal!. ..le que el nf.mIe:N de clases en el gruP4' es tablece un 11mite supe­

~~.a el n1'mIero de rep:resentacienes irreducibles. 

»_tI'.ah. 
e.in.. las prepiedades II yIIII Z )i(R) ~(R) • 9 6

RLl._. e

ij 

p al 11 de eiementes e:n la clase' p, y come Wdas las matrices 

de 'ua.a Jllisma clase tie:nen el misa. earact~, esta suma puede agruparse 

en elues. Supenie:ndlt que hay k clases I 

3~(Rp) l:!(Rp)} ep • g 6ij', (1) 

p.l 

Rp ~ .peraci6n perteneciente a la clase p. La expresi6n anterier pue­

de escrildrse e_ 

k , 

<'>' (C1/ 2 X,¡,(R »(e1/2~.(R » _ 9 J'ij (2) 
~ p. p P .)1' 


pool 

1 

Y esto dgnifiea que el clh1junto de las k cantidades (e'2' -y (2 » forma 
, '. 1'~ P 

- vec;e de dl.meD..i6n k, .rug_al·a cualquiera de .tra represe:ntacifm. 

(1 l j=;>O ). El vec:tH' es de climensi6a k ~ a le mIIs pedrá baber 1: 

,vectores perpendiculares, .es decir, le indices i, j, •••etc. es decir, 

:t representacierles diferentes, ya que i,j ••••etc. eran les indiees asig­

.~s a eada representacifm.. hr tanu, ne puede haber • de 1: (ti de 

clases) representaciones irreducibles. 

S~1) Tülas de ..caracteres. 

EzI las tablas de caracteres se tabulan los caracteres de las represe:n­

tlIc:lAmes i:r.reducibles de un 91"UP4' puntual dad/t. Su iDlpetancia radica 

en que serfln utiUzadas • tarde en preblemas relacionados a la deter-
J " 

llinaci6n de estruc1:Uras _lec:\llares. 
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Ilustraremos la forma en que se construyen tomando como ej. el grupe e •
3v

Es un grupo de orden 6, Y tiene 3 clases 1 

v 
C f:i

v 

1.- La prepiedad V => que SOJO hay 3 representaciones irreducillles. 


2.- L~ propiedad 1 :~ que L~ + L~ + L; • 6 (g-6):fI.$ 


3.- SupongillllGS que la lra. representaci6n es de dimensifm. l. eerne las II!! 


trices que representan operaciones de una misma clase tienen el mis_ e .... 


racter (propiedad IV) Y este grupo tiene 3 clases, solo ha.Y que considerar 


tres caracteres diferentes, uno por clase. Seg{m. la ec. 1 de la prepiedad 


V. con iDj, ~3; 9-6:±ep( ~(Rp))2 • 6 

pool 

e seal ~(l) + 2~(2) + 3~(3) • 6 

La {mica seluci6n posible es X¡(R) '" ::!: l. Es decir, los caracteres de 

la lra. representacifm se +1 , -l~ 

4.- La {mica PGS.ibilidad para una representacifm de E de dimensifm 1 es 

[11' J por tanto X¡(E) .. 1; Y podemos irlo representando: 

IE "'3 3v;. 

G. 1 

Les caracteres c.:trespcmdientes a eS y V-v pueden ser +1 6 -l. Temaremos 

p.r conveni~cia que ambos sen +1. Este quedarfl justificado si mks ade­

lante no centradic:e las propiedades de los caracteres de las restantes ~ 

presentaciones. En general. en qaJ.quier gruP4' siempre hay una represen­

tacilm unidimensional cen caracteres iguales a +1. 

IE "'3 W;, 
'l. 1 1 1 

i . 
.. .¡. YéQ. PA~ 70 
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'" 
P 

5_ Para o"tener r2 censideremes la prepiedad lIla 

z~ (R) 'X¿(R). O (lUo6) 

R 

Es f6cil ver que debe haber tres matrices r2. con ~... +1, Y tres con 

'X2- -l. para que al multiplicar por los caracteres de r1 se obtenga c,! 
Hen1a sumatoria 

X¡(E) ~(E) + 2 X¡(e3) ~"2(e3) + 3:-S( G"~) ~(\lv) • O 

e_~(E) • 1 :necesariamente, la ímica pesibilidad de que esto se cum­

pla es que ~(C3) • 1 J X2( 'T ) ., -1, o seav

E 2C 3 V"; 

r. 1 1 1 

r; 1 1 -1 

6.- La 3ra. representación r
3 

'tiene que ser de dimensiin 2. Por tanto 

X3(E) • 2. Por o.tra parte, según la propiedad IIla 

L ~(R) ~(R) .. O lO 1.2 .. 2(l.X3(C;J) .. 3{l. Xs( q~» 
R 

¿X2(R) ~(R) • O .. 1.2 ... 2(1. ~..(C3» .. 3(-1. ~('Tv» 

R 

Resolviendo es te s is tema de ecuaciones: )::3(C3) • -1 

XS( V";.) • O 

y por tanto. 
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E 2C3 s~ 

í,' 1 1 1 

1 1G -1 

2 -1 O\? 
Los valores obtenidos para rél se pueden chequear utilizando la pHpie­

dad III 

¿ (~(R»2 os 9 

R 

2· 2 2
Efectivamente: 2 + 2(-1) .. O .3 .. 6 (g..,¡;) 


Existen tablas de caracteres donde vienen tabulados los caracteres de las 


representaciones irreducibles para todos los grupos puntuales. Se uti ­


lizan para establecer comparaciones con cualquier representaci6n reduci­


ble. 


, 
S.8) Reducción de representaciones. 

Supongamos que deseamos saber si una representación dada es o no redu­

cible. De ácuerdo a la de.finici6n, serl!!. reducible si existe la matriz 

Qtal que su transformaci6n de semejanza proporciona una matriz diagonal 

en bloques, etc. Sin embargo, no hace .falta buscar la matriz Qpara 1_ 
, , 

grar conocer si. una reprE:sentaci6n es (> no reducible. Esto se logra uti ­

lizando las tablas de caracteres, y las propiedades de las matrices cen­

jugadas. 

Es conocido que el caracter de 1u',a ;n,n:riz no varia bajo una transf.orm~ 

ción de semejan~a (5.2). Sea í~(R) el caracter de la matriz correspon­

diente a la operación R de una r~presentación reducible dada. Sea Xj • 
= Xj(R) el caracter de capa bloque irreducible en la matriz diagonal:Lza­

da en bloques. Entonces 

X(R) 2:,Xj(R) 
J 
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~--\. 

Supeng~ adem~ que el bleque j se repite &j veceS. Entonces la ex­

presifm. anterier pueae ponerse come 

X(ll) > a. X!{ll)lO 

L-J J J 

j 

dende j suma abora para bleques diferentes UniclIIIlIente. Multiplicande 

per Xi(JZ) y sumande t:.das las operaciones f 

¿ Xi(JZ) X(ll). Z. '2. aj X/R) Xi(.R) .. L¿ajXJll)\(JZ) 

:1 R j j R 

peft aegt'm las prepiedades 2 y 3 del ep1grafe anterior: 

L.~(JZ) Xj(ll) .. 9 dij • enterlces 

R 

/ 
¿Xs.(R)X(I) .. L ¿ 'Xj(ll) Xi(R) .. 2 &jg (ja j 

R j R j 

:2:Xi(R)X(R) • gai 


JZ 


.. 119 ¿ti(l) 'X<R)ai 

II 

y ea 'pesible encontrar cuantas veces se repi'::e la representación irredu­

cible i en la representaci6n reducible dada.Veam.s un-ejemplol 

C.nsL:leremes 4es represen,taciones redubib1es ra y r¡. del grupo C ' CJ!3v 
yas matrices tienen caracteres 5, 2, -1 Y 7, 1, -3, o sea 
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B a: 3U; 

2 -1r..¡ 5 
7 1 -3rlo 

Utilizande la expresión eb~enida para a en la plg. C'lterier junte c_
i 

la tabla de represent¡~iénes irreducibles de C3vf 
'\ 

a¡ .. 1/6(1.5 + 2(1.2) + 3(1.(-1») .. \16(5 + 4 - 3) .. 1 

a2 .. \16(1.5 + 2(1.2) + 3«-1)(-1») .. \16(5 + 4 + 3) • 2 I 

a3 .. \16(2.5 + 2(-1.2) + 3(0.-1» .. \16(10 - 4) .. 1 

Luego, la representacilm reducible Use puede expresar c_ 

\!. .. rl+2~+ \'3 

Se comprueba facilmente que para cada operaci6n se cumple la relaci6n 

X. (R) :zXj(l)lO 

j 

B 2C 3(fv 

TI 1 1 1 

('z. 1 1 -1 
('2. 1 1 -1 

; 2 -1 O 

\'40 ¡ 5 2 -1 

En Ci'lSOS sencillos, a veces n. es necesarie hacer este anUisis, sin. 

que basta buscar un arregle de las representaciones irreducibles de ~e­

ma que al sumar por columnas el 'resultado deseado. "(Hacer de ejercicio 

"b)o 

b5 

• 

...:{ ,..'......... 




2 

'.9) Careteres cempleju. Netaci6n. Tablas. 


b alguntl$grupes existen representacienes que tienen caracteres illlagi­


nU'ies e cemplejes. ,.des pueden representarse utilizande el Easer 


i2l't/nE -e 

que representa tm vecter tmitarie en el plane cempleje. 


ell • ces, + iaerfJ representa tm giH p. De la misma Eerm&, 


eirllji.. c~... is~ representa la retacifm de tm angule uP (e tme p m 


veces). Una reteifm C: PUe4e en,timces representarse ,.1'1 

e: · eim21~/n • ces(m2~/n) + isen(m21't/n) 

n '••• ~e;.l 
•• o:tt:. l 

•• 11/2'" E!"2 • cu1'(' + isen1't ....1 
liII • st/4. &. af4. ce.1t/2 + isen1t¡2 • i . ~. 
.Si • >st/2 se clemuestra .facilmente que e: E:~n-m)_ 
C~ ecurren representacienes cen caracteres cemplejes, siempre ecurren 
enpares. rOl' ej,en el grupo e

3 
e 2E C

3 3 

1 1 1 

1 E E:;* E. ei2'1t/3 

1 e* E. 

• . c ..... miembn es conjugado del ceíTespendiente en la etra rep.resentac16n. 

Las tablas de caracteres, adem's de tabular les caracteres de las repre­

sentllCienes irreducibles, prepercienan inEormaci6n Micienal. A ti tule 

de ejemple IlliHtrlllllU la tabla cempleta de caractereS del grupe C " 
3V 
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E :J.:* 3~ 

z 2' 2 
x + y , z 

R 
z (2 2 

(x'1y)(R ,R ) x _y , xy)(xz,yz) 
x y 

1 1 1 


A 1 1 -1 


Al 

2 


!. 2 -1 O 


1 11 lII IV 

Area l. 


1.- A ::::1> representaci&n unidimensional simétrica (X(C ) • 1)

n 

B '* representaci6n unidimensiena1 antisimétrica (X(C ,) • -1)
n 

Los indices 1 y 2 se utilizan en A y B para indicar, en case que h~a 

un eje C2 ..L al Cn' si X(C2) "' 1 ,; ):.(C ) _1, respectivamente. (O
2

sea, para indicar si la representaci6n es sWtrica o antisimétric:a 

respecto al eje C2.L). En case que no haya 'eje C ' entences indica
2
 

el signe del carac ter de íT (X( v:,»• 

v 

2.-.! => representaci6n bidimensional. 

T 6 F => representaci6n tridimensional. 

3.- En tlNles les casos una letra primada indica que la representaci6n es 

s'imetr1ea respecte a f • Dos primas indican antisimetr1a.
h

Area 11. 

Centiene les caracteres de las representaciones irreducibles, que ya han 

side analizados anter1ermente. 

Area IIl. 

En esta area aparece la base de las cerrespondientes representaciones • 

x, y, li, representan ceordenadas, y R , R ,11. Ntaciones alreded.r de x y z 
les ejes indicades en les subindices. En esta parte de la tabla para 

cualquier grupo siempre apareceran estos seis s1mboles. Para ilustrar su 
< 

signif'icade, consideremos la representaci6nde este grupe que ya M ebte­

nida per nosetNs en un épigra.fe ante;riers 
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http:�pigra.fe


o 27f	 Or / 3~..2"Jr/3 0]
sen2"'/3 ces211'/3 O -11[~ :l 	 O 1 [~ :]O O 	 O 

,. ,. 	 ,. 
B 	 C rrv3 

e... s. matrices diagenales en blequ.e, se e.tienen directamente dos re­

presentlCiftes I 

(C..2Tt/3 ..._21T/3]

r2;11 l~ ~1 sea21\/3 ces2T/~ l~ -~1 


[l} [11 	 [11rs 
La 1%'&. :representacilin transferma". las coerdenadas (xy) al temar ceM 

,hase el sistema (XlCZ) I la segunda transfermaba a l.. Per tante, z es la 

1I.Me pa:.!!'a la representac1lm r;,. Al (seg{m la tabla) y se indica as1 en 

la regilin 111. Tuibil!n se acestum:bra decir que "1. se transforma según Al" 

, ,L.. caracteres de rxy s_u X(E) ... 21 X(C 3) .. 2c:es(l20j lO -2sen(30j -1, 
X( V:) • O. (O sea, sen les caracteres de la representación E).

'\1' 
·Ba~:lJ', rxy • .!. y per tante x e y se transferman cenjuntamente segi¡;-. 

1:a ~efttacilin.!. (.teman la lNse de la representacikl ID. 

Be d1sClltiremes el significade de R R R cerno base. Se puede ebtener 
xyz 


UDa idea de su significad. de la manera siguiente: 

" 
S~9_s que una retacikl alrededer del eje z se desigr.a según el gra­

.ticit. Es ta flecha cuerveada que indica 

la retacikl n. se altera baje la eper... 

,c:i6n E! ni tampece baje C • Al aplicar
3


U; su sentide de' retaci6n se invierte. ~ 

P... tate, esta retaci6n se puecle censi­

, . 
4erar una base para la representaci6n de caracteres 1, 1, -l. Es decir, 

1.1: se transf.rma seg{m A • De igual forma :R y Ry se transforman conj1.U1­
2 x 


taente según E. 
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Area IV.­

En esta area se relacienan tedos les productos Dinaries 4e c..rclenadas y 
2 2 2 2 . ',

las sumas x + y ; x - y ,de acuerde a la represa. tacl.6n hajo la que 

se transferman, de mrnera similar al area Ill. 

-e-

Cuande en una tabla a},arecen caracteres cemplejQs, en las areas 1,111 y 

"IV aparecen t<llS t~rmines refer5/,;)$ a la representaci6n real fermada per 

estas d~s representac~~nes. Per ej. para el grupe C3 

A 1 
{l'B . 

11: 

. C 

3 
C2 

f; .. exp ~2 /3 

1 1 z. R 222 
X + Y , S 

~J 
,it 

E 
(x2_l,xy).E.iI (XY)(Rs,Ry) 

(xy,xz) 

Esto ~s debide a que. para aplicar estes ~esultados a la reselución de 

prGblernas las dos representacicnes complejas irreducibles deben utilizar­

se, sumadas, siempre. Se comprueba que la tabla <Ulterior es equivalente a 

2cCbC3 3 

A. 1 1 1 

E 2 2c()S2~'3 2cosity'3' 

que se obtiene sumando los caracteres de las dos representaciones c::wmple­

jaso Si ccmsideramos la representaci6n matricial del grupo C temande c,!.
3 

me base la terna (x,y,z) se obtiene 

l O I O~ GS2 /3...sen2 /3\ ~l ClS4 /3 ...sen4 /3 ¡ O~ 
~-_:_~~ ~e::.2_ j3__c~~ ~~~ /:_~4_!:j_~~	 ~ !:~-iJ t ,O 	 O I 1 O ' O O O I 1 

,. ,c. "'2 
E 	 C e

3 	 3 

dende se ve inmediatamente qu411 es una representaci6n reducible en des re 

presentaciones r xy y rz, con ios mismos caracteres que aparecen en ­
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<,;;r:,¡7._ ,,_ 

la. 'taltla (1). O s~a, efectivamente x ~ y s~ transferman s~g6n E, y 2: 

.~g6n Al­

-e­

... (L .. dilnensión de la ;:-;atc':iz en cada representación) Los W'li­
1 


coa valores que cumplen esta ecuaci~n son l. l. Y 2. Es decir, 


h4Y dos representaciones con matrices !xl y W'la con-matrices 


2x2. 


'\ 
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