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PROLOGO
Ha sido nuestro propbsito al elaborar este curse presentar las aplica-
ciones de la teoria de grupo a la simetria de las moléculas en una forw
ma‘ sencilla, - tratando de evitar que la complejidad matembtica del tema

a tratar no entorpezca su asimilacién. Las demostraciones muy compli-

cadas han side omitidas, y sblo aparecen los teorlelnis bhsices necesarios

para el estudio de la simetria de las molbculas. Se ha asumido que el
lector esth familiarizado con el &lgebra de matrices, El1 curse puede
dividirse en tres partes bien definidass '

1.) Nociones de teoria de grupo. Aquil se introducen de manera sencilla
16s conceptos fundamentales de la teoria de grupe que posteriormente
serfn aplicados a la determinacién de les grupos puntuales,

2,) 8imetria molecular, donde se discuten un poco mis profundamente los
elementos de simetria de las moléculas, mostrandose ejemplos concre=
toss Esta parte del curso necesita la ayuda de medics audiovisuales
¥ es su objetivo el que el lector sea capax, con la ayuda del diagra
ma de blogues, de determinar el grupo puntual a que pertenece cuale
quier molécula, conociendo sus elementes de simetria, )

3.) Teoria de las representaciones, Se establece la representacifn mam
tricisl de las operaciones de simetria y se maiizm ‘sus propiedam
des, llegandose hasta la interpr::tucibn’ de las tablas de caracteres.

Se ha hecho especial hincapié en la presentacifm de la parte 2.), tra-

_tandose de introducir el mayor numerc de ejemplos posible, debido a’la

importancia que tiene para las aplicaciomes quimicas el conocimiento de

las simetrias,

Este cursc ha sido elaborado, por razenes docentes, en un breve espa~
cio de tiempe, adaptandose inmediatamente para publicacitm. Rogamos se
dispense cualquier omisién que puediera aparecer en el misme, y de igual
forma agradeceremos cualquier sugerencia o critica.

La Habana, Enero 24 1979, ’

El autor "



http:anal1!.an
http:puntwlJ.es
http:aparec.en
http:entorpe!.c�
http:matemft.t:l.ca

TR

Indice

I.- TEORIA DE GRUPO Y SIMETRIA MOLECULAR

1,1 Intreduccién ,

142 Definicién de grupe. Prepiedades

le3 Grupes infinites

1.4 Grupes finites. Tahla de Calley

1.5 Grupes isemerfes

146 Periede de un elemente, Grupes ciclices

II.- COMPLEJOS, SUBGRUPOS Y CLASES

2,1 Complejos. Leyes de cempesiciém

22, Subgrupes. Tesrema de Lagrange. Cerslaries

23 Clases. Prepiedades, irarasfomacibn de semejanza
IIIe~ SIMETRIA MOLECULAR

3.1 Elementes y iperac.iones de simetria

342 Inversibn, Centro de inversién

3¢3 Retacienes prepias, Ejes prepies

344 Planes de simetria. Reflexdién

3¢5 Eje imprepie de rotacién ,

346 Preducto de eperaciones de simetria. Elementes equivalentes
IV,~ GRUPOS PUNTUALES DE SIMETRIA ‘
4,1 Intreduccién

442 Determinacibén de les grupes puntuales

443 Identificacibn sistembtica de las meléculas

444 Ejemples de determinacién del grupe puntual

445 Clases de eperaciones de simetria

V.- TEORIA DE LAS REPRESENTACIONES

51 Matrices N
542 Caracter de una matriz. fnpieda&es

5¢3 Operacicnes de simetria en netacibh matricial

5¢4 Representacibén matricial

5.5 Representaciones reducibles e irreducibles

5.6 Prepiedades de los caracteres de las representaciones’

57 Tablas de caracteres



http:In4:1.ce

5,8 Reduccién de representacienes
5,9 Caracteres cemplejes. Netacién, Tablas,

I.,~ TEORIA DE GRUPO Y SIMETRIA MOLECULAR
1.1) Introduccién. :

Desde el punto de vista matemhtico la teoria de grupo es una disciplina
independiente, no relacionada directamente a ninglm tipe de simetrias,
Sin embargs, maxchos de sus resultados pueden ser, y son, aplicados al ese
tudh de la simetria de las uolecﬂu. Las msleculas poseen, por regla
general, elementos de simetris (centros de inversién, planos de refle-
xibn, etcs), ¥ el agrupar las moléculas de acuerde a las eperaciones de
simetria generadas por estos elementos simplifice grandements el problema
de descriiir la estructura molecular. Se verk despubs que el conjunte de

" 1las operaciones de simetria generadas por los elementos de simetria de

cualquier molbcula forma un grups puntual. Adembs, el posible nfmerc de
grupes puntuales es finito, Es per esta razbn que se hace uso de la tee—
ria de grupo, con el f£in de "encasillar" a cada molbcula en su CorTespen=
diente grupo puntuals Es decir, una vez conocidas las propiedades de to-
des los grupos, si se logra "encasillar" una molécula en un grupo determi
nado la habremos descrito totalmente, en cuanto a lo que a simetria se
refiere. ) . ‘

Cemenzaremos, pues, analizando las principales propiedades de los gru-
Pos, ¥ mhs adelante veremos que relacibm tiene esto con las simetrias de
las meoleculas. Aprenderemos a "encasillar” una determinada molécula en
su correspondiente grupo puntual conociendo sus elementos de simetria, y
finalmente veremos de que forma se representan comummente los grupds pune
tuales de simetria de ‘las moléculas.

1.2) Definicibn de grupe. .
Sea G = {A. B, C, ’""} un cierts conjunto (£infto o infinito) de

h elementos, respects a los cuales se define una ley de composicibén. Esta

ley de composicibn se representa como un pmdtttg AB » C , aunque, en ge-

neral, 1a ley de composicién no tiene que ser una multiplicacibm (pudiera
Ser una swma, etx:.). Supondremos, en general, que AB;‘ B, lLos elementos
Ay B, Cy vee etces pueden ser cualquier cosa (n{zmcros‘, operaciones de sime
tria, etc.). Entonces, por definicibn, el conjunto G serd un grupo si Sam




i LD -

tisface lu sigulentes condicianest
1.~ Ea cerrade respecto a la ley de composicibn
AB=C —=» CE&GC
2.:- La ley de compesicibn es asociativa,
(AR)C = A(NC) = ABC ,
‘3.- s:dste el elements unitario E tal que
V A€G = A =EAmA (£ € 6)
4o Bxlste el elemento inversoc o reciproco de cada elemento
, sec 2 atec | A emlae ‘
ﬁam pos tulados son abhlegos a los de la multiplicacibm ordinaria, ex-
‘ceyt' en que no Se exige la ley commutativa AB = BA, Si se -cumple la ley
cepmutativa, es decir, AB = BA VLyB € G, entonces se dige que el
grupe es un grupe abelisnes En base a los postulades 1-4 es pesible de-
meatrar las siguientes propiedadess
" Designande M.'...(n veces) = A" , e o postulado 1)
Lom ‘ AT - AT (4® = E, por convenio)
o (PGP A
34~ En general (amYf A%p? {(An) € sg
si A ¥y B coomutan,
(n)”: ABABABAB, ¢ 400 om AAAA <o esBEBBssom A"B"
Bvide temente, 81 A ¥ B no conmuitan, la igualdad no se cumple.
4-!2-1‘3 Beaasnes® E'=E 3 e
e e (AH? wa™
Efectivamentes : «
(M) u B E = n(A -1, y como Ayas cmm\tm, (3)
AP™H® w AP, 5 por ‘tante
(A-l)n ' )-1 P .
6om (aB)7Y w37 a2
. Para dmtru-lo bntn con probn‘ que (AB)(B 1&"1) =Ej
(ﬂ} Wy wamt e a B .
: Enmal, (mc....x)"" (r S SRR, ot S Nt
7e» 84 A ¥ B gem d08 elementos cualesquiera de G, necesariamente existen
Xe¥ tales que

- A e G RO L e b e G s e e e e © e e < vmets o

AX = B ; YA =B

Efectivamenter X=A™B ; Y = BA™l € G (Pestulado 1), adem$is les

elementos X e Y son (micos. Suponiendo que no fuera asis osea, si

axlyxztalesquez AX, = AX, =B , = x]_-xz-A'lB.

1.3) Ejemplo de grupos infinitos,
l.= E1 ’ccmjunto de nimeros racionales pesitivos forma grupo respects a
la miltiplicacién ordinaria (Abeliamo)
1,42/3,3/5 2, eeseetc,
I+~ Es cerrado
II.- Ascciative
ITLe- - elemento unitario (1).
Belmento :Lmva'so tal que AN 1
Notas 51 se incluye el cm no hay grupe, ya que el cero no tiene inver
86 de acuerds a esta ley de composicitn. (0 x 7 = 1)
2.~ E1 conjunto de tedos los enteros (cero incluido) forma grupo respecte
a la sumas
Elemento unidads el cero (A + o=o+a-A)
El inverso de A es =A (A - A = 0)
3.~ Todas-las matrices cuadradas no singulares ( [A] £ 0 ) de wn orden
dade.n forman grupo respects a la multiplicacifn de matrices , ;
I.- Cerrado: Si A ¥ B son matrices nxn, su producto AB = C es tamw - }
bién una matriz nxn . :
I1.,= E1 productoc de matrices es asociative
III.- Existe el elemento unitario (matriz identidad)

1 o o
E= 0 1 0 ~ (nxn)
0 ¢ 1
IVe~ Existe elemento invem, JYSCE , donde A"l o 1a matriz inver-
sa, (_1)i+j aM

Lo i . ,
15 A : . t

agj es el valor _de1 determinante que se obtiene al eliminar la fila




iy 1la columna j de la matriz A, (menor de 4)

“‘1.4) Grupes finitos, Tabla de Calley.

§e ccmidera que un grupo finito esth perfectamente dafinido cuando se
copocen todos los productos pesibles entre sus elememtost AB, AC, BCyreas
etc.. 81 el grupo ugxe ] elementos se dme que es un grupo de orden ge
Un mpe de: erden g tiene, por tanto,’ g productos. - Esm productos se
ordensn en wna tabla de miltiplicacibén, o tabla de Calley. Para ejemplie
ficar consideremos el grupo de orden € {'B 4,8,C,D, 1-‘;3 y organicemos
los 36 pmductos que s& forman de 11 siguniente maneras

E A B 'C D F
E|E A B € D F
Ala B3 B ¥ ¢ D
|8 E A D F ¢ .
clc » F E A B
P|{D F € B E A
F|F ¢ D a B E

El producto de dos ;elimmtos se forma temsnde primero la £ila y despubs
1a columa mpmdiente; CDmA ,BC @B, etc. Annlms ahora si
"efectivamente esta tabla representa wm grupos A

" 1le= Es cerradn. En la tabla solo aparecen elementos del grupo.

24~ 8¢ puede verificar que se cumple la ley asociativa, por eje,
(cp =D wB ; A(CD) mA(A) mB ‘
3e= Existe el elemeﬁtb wnitario (E)
‘ 4.- Existe el inverso de cada elementol

B ‘MB=E => Bea"l y 57l )

‘DD = OC = FF = E ;oseaD:D ¢ ¥ 2%y para los demhs. O
sea, cada elemento es a la vez su inverso. Esto es perfectamente po=
si’ble y no cmxtrad:lce los posmlndos de grupo. ‘

Hwhn me‘ 80lo basta con analizar la tabla de Calley para determinar

‘l;l wm conjmta ;Bin:ljm de elementos es efectivamente wn grupo. En ese

céso 1a tabla de Calley reune las siguientes ceracteristicass.

14~ No es simbtrica respecto a la diagonal principal, porque en general
AB ¥ BA . S1i es gimbirica, entomces el grupo es abeliano.

2e= E'l elemento unitario esth en la diagonal principal u ecupa posicien
simbtrica respecto a ella. '
$i A=Al =5 M =E => Diagonal principal
Si AB=E =% A yB commutan, y por tanto los productos AB y BA
se forman en posiciones simbtricas,

Je~ En cada fila o columa cada elemento aparece uma sola vez. De no
ger asi, entonces dos productos diferentes darian el mismo resulta-
dos Por eje., 81 en la (ltima £fila e:a"v&i de A apareciera Dj

AF = DF , y multiplicando por F~! se obtendria A = D ..
" Es decir, habria dos elementos idénticos en el grupo, es decir, el
grupo seria de orden g-1 ¥y no de orden g, como se habla supuesto.

Las condiciones 2 y 3 son necesarias, pero no auficiemtéc para que el

conjunto representado en la tabla sea umn grupo. Hay que demostrar la

ley asociativa mdepmdienfmmte.

Ejemplo de grupe finito.

El conjunto 1, ~1, i, ~i 'es un grupo sbelianc de orden 4, respecto
a la miltiplicacibn oxrdinaria. Analicemos su tabla de multiplicar:

J 1 o« i
11 < 4 -
-1{- 1 -

B TR B S S |
I ] i 1 -

En este grupot E w1 § (4)"lm =t ;;(a—l)_ln ~1 .

Los 1 estan en la diagonal prineipal o simktricos respecto a ella.

En cada fila o columa solo hay un elemento.

La tabla es simétrica. El grupo es abeliano.

Se pucde comprobar la asociatividad. Esto habria que hacerio rara todos
los productos que s5e forman.
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1.5) Grupos isomorfos.
+ Dos grupos son isomorfos, por definicibn, si se puede establecer una
correspondencia biunivoca entre sus elementos, de modo que si

Gmia, B cyeeenn} ¥ ¢" = {ar, B, 0, ceeeesd
entonces AB =C =3 A'B' = C' , y reciprocamente.
Por eje, los dos grupos siguientes son isomorfost

{1, i, =1, »i Ley de composicibn: multiplicacibn ordinaria
10 |0 11. -1 0 O w Ley de composicibn:
0 1} ,{=2 0} , {0=-1}, {10 mult, de matrices.

Designando por E, A, B, C los elementos de cada grupo, en este orden,
se obtiene la siguiente tabla de multiplicacibn, que es vhlida para am-
bos grupest

’ouﬁvm
O w > wim
maw»|>
> w0 wlw
w > wala

Para el 1+ grupo CB = A se interpreta como (=i){=1) = i ; y para el

N | IR

Por .anto, grupes isomorfos tienen la misma tabla de multiplicar, y se
pucden sustituty el uno Por el otro, en cuanto a las propiedades de gru=-
) po se refiere, En particular, si por ej«; C'm= B 1CB s entonces

: C’- gcs {trans formacibn de semejanza).

1.6) Pu’hd‘ de un elemento. Grupos ciclicos,
Lm: En un grupo finito, cada elemento tiene algxma potencia igual al
al ‘elemento widads Osea, a 1 A" wE Y oa .
Demos tracibn. | '

Sea AC Gw{AyB,C,y sesse ¥ o Consideremos la serie A, Az, ad....

Pbir el postulado (1) de los grupos, cada elemento de la serie tiene que

pertenecer al grupoe Como G es finito, la serie no puede ser infinita,

y todos les términos de la serie no pueden ger diferentes. Es decir, se

_ debe cmplir; para algim par de enteros X, p, que

‘Ax = AP ’
por tante, formando el producto
k, pr=l k, k=l
AT(A")™" = AT(AT)™" = E ; y suponiends kx > p,
AP ag :
AP
Por definicién el mener entero positivo m para el cual se cumple que
A" = E se llama perdodo de A.
Pmpiedades.
1o Si A es de periodo m 3 A =B si, b 4 solo gi, X es miltiplo de m,
24~ El finico elemento de periodoc 1 es el elemento unitario (E).
-l
3= A y A

=E . 3y por tante Am-E,domdemesmmtm.

tienen giempre el mismo periode. !

Grupos cliclicos,

Un grupe ciclice es aquel cuyos elementes pueden expresarse por las po-
tencias de un solo elemento. Un grupo ciclice de orden ¢ se expma Sem
gin —v Cm {E, A, Aa, FC } 1 donde c &5 el mener entem
ro positive tal que A® = E, El elemente A recibe el nombre de elemento
generador del grupo. ’

Propiedades, .

l.- E1 orden de un grupo ciclice es igual al perfodo del elemento genera~
der. (g = c)

2.= Todos los grupos ciclicos son abelianos. ( A%

3e= Todos los grupes ciclicos del mismo erden son isomrfos.

A%¥)

2w
A titulo de ej. , consideremos laé rotaciones de wn angule ¥ -

en el plano, alrededer de un eje fijo, donde n es un entereo.

El angulo @ rotado se puede representar i

por un fasor (vector en el plano comple .

jo) e o Veamos esto un poco mis en

detalle., Segfm la relacibn de Euler, g
~ei‘¢-cosﬂ $isenyg , ‘ L : R

b




leiﬂ‘w H# e"‘w = ¢® = 1 (vector unitario)
Los compementes a l¢ large del eje real e imaginario son cos g ysenf,
luege entonces e representa un vector unitario que forma un emgulo ¢

con ¢l eje real.
i(n-1
Consideremes la serie 1, ew, ei# . 3133" veonnss & (n1)F , donde

¢ = 2M/n o Es £hcil ver que el conjunto de estos elementes forma un gru

po ciciico de orden 1, Y& que (4
~e121(' y per Euler, eiz-‘t w cos 270 4+ 1isph 270 m

El elements gmerad& s ~emﬁ/ B | La ley de composicibn es la suma de

gires. Por ej. , sin =6,y el grupo estaria formado por les gires de

60, 120, 180, 240, 300 y 360 (= 0} grades.

Egercicim Demostrar que la eperacibn jdentidad y las rotaciones de un

angulo Ten torno & tres rectas concurrentes perpendiculares entre si for

‘mam un grupo de 4to orden. Construir la tabla de multiplicacifn.

TI.~ COMPLEJOS, SUBGRUPOS Y CLASES.
2s1) Complejos.

Sea £l grupo {Al’ Aa, A3, vasen Ag} de orden ge Por definicibm,
cualquier subconjunto de G es un complejo de G, 8i A, B, C, «.s etCs sSOn
elementos del complejo K, los designaremos come X m A + B+ C sensey
para diferenciarlos del grupe G.

Leyes de compesicibn. .
loeS8il ™ x1 + 12 + :[3 + ;.....; yL ",L:L + 1.2 + 1‘3 ereese tendremos
que, per definicibn, X + L - K) 4 Kp+ covons + Ly 4L, 4 cones o
2-X+Lwl4X 3 (X+L)+MmE+(L+M¥) ;osea, la suna es
commutativa y asociativa.
3e- Por definicitn, KL = (X & +....)(1. L+ voss) mX L by * by + eeetce
En general KL § LL (Bl producto de complegcs no» es cenmutative.
Caso particulars S5i el compleje tiene un solo elemento (p), entonces
PG = Gp = G , y& que tode producto formade tiene que ser wm elements
del grupoe De la misma forma, si el complejo tiene mbs de un elemen-
to, XGmGk m G . N
4 Lz muiltiplicecién de complejos cumple la ley ,‘asocittiva y distributie
va respecto a la suma:z ' \
(n,)x = X{LM) ' (Asociativa)
K(I48) m XL + XM '
5.- Segln 1a propiedad 3, XG = G o ‘Tomando ImG (suhgmpo :unpropio),
tonces Gz =G para cunlquier grupos
6o~ 81 un complejo esth formado por un sélo elemento py
PL = pH =% L = M , ya que
Pl mp lp M ‘
ELwEM , ypor tanto L m¥ o En general, XL = XM no
implica la igualdad de L y M

242) Subgrupos.
Definicibtn: Un subgrupo es un subconaunto de G cuyos elementos clmplen
los postulados de grupo.

Cualgquier grupo G tiene dos subgrupos triviales o impropies. El misme G

“
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y el elemento unitario E. (Comprobar que E cunple los postulados de gru-

po). Cualquier otro subgrupo recibe el nombre de subgrupo propio de G,

Consideremos un complejo H (no vaclo) del grupo G, Para todos los ele

mentos de H, que a su vez lo son de G, se cumplirk el ﬁnstuladc 11, de

los grupes, es decir, la ley asociativa, pero ademfs deben cumplirse el

resto de los postulados {el conjunto H debe ser cerrado respecto a la
ley de composicibn, debe existir elemento unitario y el reciprocy .Je cae
da alemmt‘o). Para grupos finites, estas tres condiciones puede: resu-
mirse en una sola, para los subgrupes.

mom.- Un complejo H no vacie de un grupo finito es wn subgrupo si,

¥ solo si, es cerrado respecto a la multiplicacibm.

Demos tracibn ,

La ccndicitm es necesarias Si H es subgiupo, sé cumple €l postulado I,
ror defmic:,&n, ¥ per tante tiene que sey
cerrado.

La condicibn es suficientes Si H es cerrado, por el lema del ep. 1.5,

81 A es un elemento de H, existe m tal que A" = E , por tanto E tambifn

pertenece a H. (Postulado IIX}. FPor otra parte, considerande mwen + p

A" AMPa Anap = E : vy por tanto '
AP w(a™ e 4™ 2 (4™HP | o sea, 4D tambitn es wn elemento
de Hy { A" y AP pertenecen a i por ser &ste cerrado).
Es decir, el hecho dé que el grupo sca cerrado conlleva automhticamente
que tiene que existir el elemento identidad ¥ .l inverso de cada elemenw
. to {postulado IV), ademés, la ley asociativa se cumple, luego H es un
- grupoe

Para establecer si wn complejo de G es un subgrupc tambibn pueden uti
lizarse cualesquiera de los siguientes criterios.

Criterio I, Un comple;jo no vacio H de wn grupo finito G es wn 3ubgrupo
deGs:.ysolos:. n2C u ..

Es suficientes {si H c H , H es subgrupo)
H C H =% que el producto de dos elementos cualesquiera de H pertenew
ce al =Y que es cerrado “==> que es subgrupo por el teorema anterior.

10

Pmto CH.CA "I'GA +..."-.CA

Es necesario: ( H subgrupe => B%C ® ) \
H es subgrupo == es cerrade = nzc H , ya que cualquier preducts d_é_
be pertener al grupoe. X .

Criterio Il.- Un compleae H no vacio de un grupe finite G es su]sgrupo

si, v solo si, I-I =H .
Es suficientes ( Hwl = Hes subgrupe)
el = 82C (impropio) =% es cerrado por el criterie I.
Es necesariot (H es subgrupe = B wE )
Segln la propiedad 5 de los complejos se vib que para cualquier grupe,

G2 G « Luego, si H es subgrupo, e,

TEOREMA DE LAGRANGE =~ Bea H un subgrupo de G, siendo sus ordenes h y g
respectivamente, Entonces ¢/h = n , donde n es un nfmero entero. '
Demos tracibn '

Sea H -{Al, Ay, ......Ahz el subgrupe de G considerads, ¥ sea B al=
gln otro elemente de G que no pertenece a H, Consideremos el producte

BE-BA1+BA2+ Tesenses ‘G'B‘h .
Ningune de los productes BA 1 puede pertenecer al - grupo He Suponiendo que
alguno pertmeciera, por ej., BA ' ~A4 ' entonca
BA (a ) ® A“Az R .

b B seria wn pmc‘tucto de elementos de H, es decir, tendria quc pertens-

cer a Hy en contra de lo que se supuso en wn inicioe

Coms tedos los productos si tienen que pertemecer al grupo G, el grum
po G contarh, como minimo, con Zh elementes, ya que Ai" A, conlleva gque
BA, 14 mj. Supongames ' que existe atro elemento del grupo G que no pere
tmece al subgrupo H ni es ninguno de los productos mi. Formando el -
p generamos b elementos mbs que
pertenecen necwammmte aG, por 1o que, por lo menos, g = 3h.
Siguiendo este procedimiento sucesivamente, tendremos que ¢ = nh cuam
do se terminen todes los elementos, con n enterc, O sea, g/hwn , ¥

queda demostrado el teorema.

1l
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a M&" 8i G es w1 grupo de orden g, el perlodo de cada elemento
&:fmmr’ae e
Demostracibns Sea A€G con pericdo p § entonces el conjunto

E, A, 4%, 4%, et C e, :
.y es un subgrupo ciclico de orden p. De acuerdo al teorema, P =n,
donide g, P ¥ N SOn enteros.

Corelario II.~ Un grupe de orden prime no tiene subgrupea propics vy es
necesariamente ciclice, - ‘

Demestracién: g/h wn , donde los tres nlmeros sen enteres, Si g es
primo, }}"solo puede tomar los valores 1, g, para que se cumpla el teo—
rema (subgrupos impropios). Seglm el corolario I, el periodo de tode
elemento A € G ‘debe ser factor de g, pero si g es prime, entonces p w g
fxec&arimte; O sea: d .

L Ey Ay A%, A% Lieeia 891 (g elementos), y estos son tom
; 405 los elementos del grupo. ( La otra posibilidad , G = B , tambitn

. proporciena wn grupo ciclico, ya que e E )

2.3) Clases.

N ' Una forma de agrupar los elementos de w grupo es en snbgntpos. Otra
- foraa “S en clases, ' Cada uno tiene su importmcia ¥ sus gplicacimes
que se¢ ver&z mhs adelante,

‘Transformacibn de semejanza.
Bean A y X elementos del grupe G. Entonces X% AX tambidn es un. ele-

mento del gx-upo, por ser éste cerrados. Llamemos B a este elemento, o

sea, S a Ax s Por definicién, A ¥ B son elementos conjugados
del grupo Ge También se acostunbra decir que A ¥ B estin relacionados
entre sl por una transformacibn de semejanza. '
Pmpiedadea.

- La transformacibn de semejanza cumple las propiedades reflexiva, recie

proca y trmsitiva, es decir, . )

Lom Cada elemento es conjugado consigo mismo, ( AelX 1AX s donde X es

ug&n elmm de @)

B

Efectivamente; X = E cumple la relacibng también si A = x"’lax »

A - (xa) "2 (ax)
y esta {iltima expresibn sera igual a E si A y X conmutan, Es decir, cual
quier elmmfo que conmute con A cumple la relacidn de semejanza, adembs
de E.o ) '
2e= S1 A es el conjugado de B, B también lo es de A. Es decir,

A w X Ea Y B = Y WY
- Efectivamentes A m e $
‘XA = BX 3 .
uxle 3 iy por tanto Y m L es el elemento que efec
tha la transformacién. : o .

34= S1i A es conjugade con B y C, entonces B y'C son conjugados entre si.
Sean A = x’flax H A -Y-]'CY s entonces
- X_]'BX ™ Ym]vY
YX'IBX = CY
YX."I’BH"'IIC .
) - c
27182 = C § donde 2 = X"
por ser tste cerrado.

-1 es un elemento del’ grupo,

© Clase de un grupo.

Un complejo formade por todos los elementos conjugados entre si es una
clase del grupo, por definicibtn., Para formar 1#3 clases de un grupe se
toma un elemento ¥y se buscan todog sus elementos conjugadose Esto forma
rh una clase del grupoc}

(A = A« x;laxl + x;lez + erveee ®
Una vez formada la 1ra. clase, se& busca otro elemento no contenide en la
clase éonstmida ¥ se repite el procedimientos, De esa forma se construe
yen todas las clases del grupo, hasta que todos los elementos estén ine
cluidos en algwnas En particular, E forma una clase de orden 1, pues sg’
1o es conjugado consigo mismos X EX m X OXE = E° = E , cualquiera sea
xi o El siguiente teeyems es vﬁido para las claséc de un grupos



TEOREMA o= E1 orden de cualquier clase es un factor entero del ord?n del
gYUpo.

Es decir, si ¢ es el crden de 1a clase, g = nc y donde n ¥ ¢ son entew

- OB e

III .- SIMETRIA MOLECULAR,

3e1) Elementos v operaciones de simetria, )

Operacibn de simetria.- Es cualquier eoperacién que al ser aplicada a wn
cuerpo le lleva a wna configuracibn equivalente. Configuracibn equiva=-
lente es una tal que sea indistiguible de la original, no necesariamente
la mismas Per ej., rara un cubo, un gire de so' alrededor de un ge pere
pendicular a cualquier cara es una operacibn de simetria.

Al realizar el gire de %%, el cubo toma € i gire de
" una posicibm equivalente. : %o
Una reflexibn especular en un espejo . ; ‘ / ) ; . l
colocade a 1e large de cualquier diago- , & l /
nal es también wna operaciém de simetria. —_—
La eperacibn comsiste en hacer cerrespon eje de  §
der a cada punte su imagen especular, rotaci&nﬂs

Elemente de simetriae- Es cualé;xier ente geombtrico tal como un punto,
una linea o wn plano capaz de generar operaciones de simetria. En el
ejemplo anterier, el eje de rotacitn y el planc de simetria (espejg) son
eiementqs de simetria.

Las moléculas, en general, pose&x diversos elementos de si:nctria, que
a su vez son cai:acs de generar muchas operaciones de simetria. A con-
tinuacibn veremes los posibles elementos de simetria presentes en las
molkculas, ¥ las operaciones de simetria que ellos son capaces de gene-

rar.

342) Operacién de inversifn., Centro de inversibn,

La transformacibn (u operacibn) de inversibn se define como aquella
que, al ser aplicada a wma molécu&a, hace que el &tomo que estaba en la
ﬁosici(m _x: pase a - s Siendo T el vector de kposiciﬁm del Stomo

B

considerado, Se designapor 1§ ir =-r .

También pucde representarse comoi x . -
i ] ™ -y
zj -z
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8i al aplicar la transfermacién de inversién a una mol&cuh &ta llega a
una configuracibn equivalente a la eriginal, entonces la transformacién

» serh una eperacibn de simetria de 1a molécula. El origen de coordenadas
respecto al cual se cumple la operacién de simetria ( iziversibn) es el

- gentrd de simetria de la moltcula, per definicién. (Elemento de sime—
tria).

ejemples

002:‘ ) OeCe0 Centro de simetria en el &tomo de carbono

. . t
Etane CZH'S": - Centro de simetria g medio ca=
(escalonade) mino del enlace CaC ,

El etano {eciipsado) no tiene centro de simetria,

Pz_vpiedades.-
10- ii w E f
Efectivamente; i(i¥) = i(er) =T =% 41iT = Er

n isines i;npar
en general:s 1 =

E sin es par

16
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. Ejemplo; BF

2e- La transformacibn inversa de i es la misma i , @ sea, ilai,
-l
i

Efectivamentes serh la inversa de i si se cumple que 1'11 = E,

pero ya se vib que ii w E , por la tanto et

La existencia de w: centro de simetria en la molécula impene algunas 1i.

mitacieness ,
a) Cada atomo debe tener un gemelo, y estos se intercambian al aplicar
la operscibn, Debide a esto las especies atbmicas deben ocurrir por pae
res ( es decir, el nfmero de atomes presentes de cada especie debe ser
w nimerc par ) R

®) La fmica excepcibn es para la especie que tenga une de les atomos pre
cisamente en el centro de simetria, pues su posicibn no se altéra baje
lx trensformacibne .

Considerando las dos puntos anteriores se llega a 1a' conclusibn de que
wn& molécula que tenga dos o mbs especies diferentes de atomos en cantie
dad impar ne pd&de tener un centro de simetria,

343) Rotaciones propias. Eje propie de retacibn.

Un eje de simetria propie es una linea tal que la rotacién de la molé-
cula alrededor de dicha linea un angule determinade ¥ constituye una o=
peracibn de simetria.

F
e

3 F\

o

oy e ]

A

k!

. Esta molbécula tiene un eje de rotacibn perpendicular al plano melecular,

Al girar-120° ( 1/3 de vueltaj 360/3), la moltcula alcanza wna pesicibn
equivalente, 2 .

Al aplicar una rotacibn n §eces la molécula tiene que coincidir cen su

posicibn inicial; si efectivamente la rotacibn es una operacibn de sime
tria. En el ejemplo anterior, n = 3 4 En general, para cualguie: gi-
ro depe cumplirse que nff » 21 , y por tante £ = 2T / n , donde
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n es un entere, Es decir, los posibles valores de g para que la rotacibnm
sea efectivamente una operacibn de simetria estén restringides per la cen
dicibn Fm2l/m ,cen nw=1, 2, 3,4,5, 6,7, eree etce

_En la prictica se encuentra que 8blo hay que considerar hastan = 6 ,

, car el gire de 2“/:1 n veces se gemeran n pesiciones equivalentes que

Se conocen ejenipics connm= 7y 8, perc muy escasos y con dudosa certe=

za. Para n = 1 obtenemos la operacidén identidad, ¢ = 2TC .
Utilizamos el gimbele C,l para designar un eje de retacibn propios. En el
ejemplo de la phg. anterier, el eje se designa por C3.

La existencia de wm eje Cn impene reéuerimientos para los atomos que

no estén a lo large del eje de retacibn. Por cada atomo que exista fue=
ra del eje de orden n tiene que haber n~l1 atomeos iguales, ya que al apli

deven estar ecupadas por atomos de 1a misma especie, (Ver BF3). De no
ser asf, al aplicar cn ne se obtendria uma configuracifn equivalente, y
cn no seria wn elemento de simetria de la molecula considerada.

Un eje C n no impome requerimientos sobre la cantidad e el tipe de ato~

mes que estén a lo largo del eje.

Notacibne.- La operacifn de simetria originada por la rotacién alrededor
.de un eje de orden n, efectuada m veces consecutivamente, se designa por

c .

® T > g en(2T/m)
Si wna molécula tiene un eje de orden n, la aplicacibn sucesiva de la ow-
peracibn Cn m veces es tambidn una operacibn de simetria, por las razo-
nes discutidas anteriormente, Debido a esto, un eje de orden n puede ge

nerar hasta n diferentes operaciones de simetria. For ej.,
( ¢

c
210

— 180°

NN

e 360° = E

‘de rotacibn, por ej., en el 002 H

»
)

: ( Ci — %0° (3 de vuelta)
2 o 1
}- l‘.':4 180" = 02
€ 4 o} —— an®
1 .
&V C: = E

De aq’ se ve que‘al‘g\mas operaciones de simetria referidas a ejes de di

ferentes brdenes coinciden, por ejs C: = C; « Este quiere decir que la .

existencia de un eje C 4 0 wna molécula conlleva necesariamente la exis-
tencia de un eje 02 paralelo a &l.

: n . DD P

Es £4cil ver que, en general, C = E ;3 C e cn

La operacibdn Ci 1a designaremos de ahora en adelante como Cﬂ. O sea,
utilizaremos el mismo simbolo tanto para el eje de rotacibn como para la
operacibn de rotacibn, Si n es par, entonces C::/‘q =C, » (Por eje,

02 ] 02)c , ‘ ‘

En el caso de moléculas lineales se acostumbra hablar de un eje infinite
0= ¢ =0 , cuslquier rotacibn alre
dedor de un eje colineal con el eje de 1a molécula deja &sta invariante,

El eje de rotacidn es de orden o0 y se designa por Cgq o

Ejercicios Escribir las rotaciones de orden 6 y sus equivalenciass’

Operacibn inversas

La operacién inversa de una rotacitn es también una rotacidme Es aque
1la rotacibn que devuelve la molécula a su posicibm inicials Ahora bien,
para evitar dualidades, hay que'»considerar siempre que ;adu las retacio
nes se llevan a cabe en un mismo sentido (arbitrario)- * Asumamos que la

rotacibn se hace siguiendo las agujas del reloj.,'mtmces. POr €Jey
et c2

-1 '
(cz) ,02 ‘ 02C2 wm E




—_
T 2
/ c3

-l '
(c3) =C - CCimE

2

R
5

Be puede demostrar que, en gereral, xc:)"l - + Veamoslot

cn=n
. n
Sea c: - (G:).l , entonces se cumplirad que

*cPug=ct

n ’n n

C:"’-Cﬁ ;i yper tante nem+ p ; es decir,
A .

pewnem,yqueda demos trado,

qur_ej;, la inversa de Cz serh: 02"5 =C, , etc.

‘ Ejemplos de ejes propios de simetria en moléculas .-
) Benceno .
Eje C, 4 a1 planc de 1a molécula. /»/\\»
3 ejes -02 a lo large de los enlaces CuH,
3 e,jes 02 bisectando cada enlace C-C | ; : '
(Tiene también un centro de simetria, : i
‘&n el centro del anillo). e

Eje cs.L al plano de la molécula
3-ejes c2 paralelos a los enlaces B.F

(Ko tiene centro de simetria) ' ~ /

lace H H

Me tane

4 ejes '33 a le large de les enlaces Cwll
3 ejes Cz'biscctamdn les angules de ene
N .
. [+
(Ne tiene centro de simetria)

3.4) Planes de simetria. Operacibn de reflexibn,
Al celocar cualquier ebjete delante de un espejo, el ebservader percim
‘be su imagen virtual situada a la misma distancia per detris del espeje.
Esta imagbn es la imagen especular e enantiemerfa del shjete en cuestibn,
Un plane de simetria es el equivalente a wn espeje colecade de ferma que
divida la melfcula en des partes. S5i al efectuar esta operaciin scurre
eque cada parte es el reflejo de la etra (su imagen énmticmorfa), entene '
ces la eperacibn generada al celecar el espeje es 4ma eperacién de simew
tria, la speraciébn de reflexibn. Un plano que divida la melfcula de ferw
ma tal que cada mitad sea la imagen enantiemerfa de la etra mitad es, per
definicibn, wn plamo de simetria.

" Ejemplet . )

) F\ ' /F Tres plamos de simetria perpendim
B culares al plane de la melécula,
I v cada une conteniende un enlace B-¥,
F .

La eperacibn de reflexidn se representa per U”. En el caso de un plane
de reflexién paralele al plane XZ,

; x x
Ty = |-y
z 2z

21
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o sea, la coerdenada perpendicular al planc de reflexifm invierte su sig-

‘nee ( 5i-el plano esth colecado de otra forma la transformacibn de coore

denadas serk diferente, mas compleja en general.)
Bs fhcil ver que V.0 =E ;ypor tanto U L w U -,

También Eysim es par
gh- '

T, sim es impar
Ejemplos:

a) ' 8 «C w3 ; tiene un plano perpendicular al eje pasando por C.

Ademfis tiene infinitos planos de simeiria conteniendo el eje de
“1la medbculae

o - : ' LN ~B
»)

: i C=C
02514 - mplanos de simetria 5 = ~x

345) Eje impropic de rotaciém. Retaciones impropias.
Bl eje imprepie de retacibm es un elemento de simetria compuesto por
w eje de retacidm propie perpendicular a un planc de simetria. La ope

'rni.{m de retacibn impropia corsiste pues, en una votacibm de orden n
51803&16& inmediatamente por una reflexifm en un plano perpendicular.

£l eje impr' .i0 de rotacibn se simbeliza por sn. 0
Q“ ’ z Vo
r } z)
EL m)ind ‘ce indica que el (2.) P(x¥

)1” es horizental, perpen~ . - = )

pre se supone mtical, por /
‘cemvenie, En el grafico, el y
"punmlse convierte en el 2 /

dicular al eje C, que siem- : ’

al splicar una rotacibn im- - T
propia. (Rotacitn de ¥ més-
reﬂui&n).

(1) & P(RYZ)
Al.liém que ocurria en 1os‘eja propios de rotacibm, un eje impropio de
retacién es capaz de genmerar una serie de speraciones de simetria, al

'
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‘exigten independientemente, entonces 1a operacibn s existe. Pero tame

bifn la operaci(m 5 puede existir sin que necesariammte tenge que exis~
' tir el eje C o el plmo a .

Ejenmpla,

Consideremos el etano {escalonado) CoHge . 1
Tiene un eje Cyo pero no tiene Cee 3 ‘1—~>2

Tampoco tiene plano de simetria per—

pendicular al eje C-C. o 6 T 74
: Sm embarge, aplicande sucesivamente 06 y T se obtiene wna posicién -
quivalente: o ‘
, 3<-\—71 o
3 :2 ~ | — 54'>4

5%;74‘ _ ~é6 Th ; 3?71

I II . I1X
Las posiciones I y IIT gon equivalentes, ya que los atomes en las posicio

nes de los vértices son de wna misma especie (H). * Por tanto, la operéci6n

s ¢ 5 Wna operacibn de simetria del metano (escalonado), que sin embargo

' no posece eje CG ni plano (}—

Propiedades o=

. le= Se comprueba facilmente que Q—h Yy C, conmutan (Q—C =C, A ), por lo

. = (T0,)" = T
3] seq, el aplicar S m veces edm.vale a aplicar C m veces y despubs
Q"h »n veces, El resto de las rropiedades depende de si n es par o impar,
¥y corsideraremos cada caso par separado,
p gs par :
a) Cuando n. es par,(}'n-:E s Y adem&s C =E ; por tanto S =E ,
" De agul sigue que un eje par genera n operaciones de s:unetria, ya que
al efectuar la operacibm n veces se obtiene la identidad,

o
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. ‘ser apl:l.cada ln opencién 5 m veces, El aplicar m veces la retacibn ime
.. propia 5, se designa por 8 » Evidentemente, si un eje c Y un plane {I'



http:par,,.,..Jl

b) 32 » i j es decir, la existencia de un eje impropio de orden 2 equiva~
le a la existencia de wn centro de inversién en la molecfila. Demostre~
mos estol ) '

"‘x‘} x -l -

s, |y] =Te, (v| = Vh »| o= |

L2 z z -z
-x"] -X
52 = |-y
% -Z

3’2; - -; HE '
82\- i . (X i&°)

Lt ctrn operacién generada por 52 &g 52 = g'ice =E , que concuerda con
1 .3 .

c) Consideremos ahera wn eje impropio de orden 4, (8 ) Un eje § 4‘gene--
) :ra 4 eperac:.onﬁ de simetria:
- Q-hc4
2
S5 Qg =Ch =
3 3 3
s3 = Te {rh 4
Sy =5 .

De aqui vemos que mn eje S4
tras dperacianes de simetria., En particular, la existencia del eje §

genera operaciones que son equivalentes a ow
4

ccmllewa la existencia de un eje C_ paralelo a &1, En general una pro-

2
‘ piedad anflega se cumple para cualquier S con n pars Su existencia
conlleva la existencia a su vez de wn eje propio de erden n/2. Genera=

1:l!.mdo H

\j‘m (E sim es par

sh = Tren
B n (T si m es impar

24

m m .

S, = Q”hcn {m impar)

m m

8, =¢, {m par)

Para cualquier n par, Sn genera

n/2 rotaciones impropias, (M= 1, 3, 5, sees n=l)

n,/2 rotaciones P!‘Opias ( nw 2, 4’ savansae n) (n Qs )

vy ademis genera wn eje propio de rotaciém de orden 4/2.

n es imrar

La propiedad mbs impertante de un eje imprepio de erden: impar es que
su existencia conlleva necesariamente la existencia de un eje propie c,
¥y de un planc de simetria Q' independientes une del otre.

S, _vmcn ;ycompa.ranimparﬁ'nb(l- tmdremosques uq.o‘

Es decir, la operacidn 8 no as la idemtidaad. sino ¥ . De existzr Sn'
;¥ existira mdependimtmemte, )
For otra parte, n - Q"ﬁncn = E por tante se requieren 2n operaciones
para obtener el elemente identidad, De acuerdo a este 5 genera 2n ope
raciones diferentes de s:un?tria. De estas 2n, n correspmdm a mtac:lo-
nes pmpias (1as de m par)

T"bn, c" (W:-Esinwpar)
Es decir, Sm genera n rotacicmes propias de ordem n diferentes, y este
con],leva la existmma del. eje propic de orden n, tal como habiamos diche
antermmte. A manera de ejemplo, analicemos los elementos de simetria

generados por un eje impropic de orden S5e

S5= UyCs s5mC5=Cs
2 2 T T a2
S;‘53 ™ 5 Sg = \;CS = \]hcs

3
S5 = e ) 5;""5"‘35
54 o c? c= 9 4
5-05 SSB thscvthB
5 10 10
35- Q"h ss-c5 »E

Se han generado 2n = ;0 operaciones de simetria ez decir
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2 .3 4
[ Csr Csr C5r Cs

3.7 .9
S50 S50 S50 5

5 Uh

. E

Eg de nom que aunque las existencia del eje S impar conlleva la exise

. tencia de c y (T s No tedas 1as operaciones pueden expresarse come mta

ciones s:imples o reflexiones simples, En particular, SS’ 85, S; y Sg '
son combinacienes de operac:.ones Y no pueden ser sustituidas por una sela
speracibn,
Regumiendes
. n eperaciones.
4 ( n par
} 3 eje prople orden n/2 (l|a Sn) :
E:jke imprepie S:n ﬂ 2n operaciones
i n impar - eje propie orden n (]| a Sn)‘
L { 3 planc. Th {L Cn)

Ejemple: Metano (OH4). 4 ejes bisectando cada angulo de enlace H-CoH,

 346) Producte de operaciones de simetria., Elc .entos de simetria equivam

lentes, .

Bn general, 1a existencia de determinadas operaciones de simetria er
una molécula conlleva la existencia de otras operaciones (y otros elemene
t&s) de simetria, como hemos visto en los epigrafes anteriores. Por ej.,

, 55' = Q’h ;05 .
Adgn‘&s. por regla gemeral, el producto de operacicnes de simetria (aplio-
cacibn sucesiva de dos operaciones) es tambifn una operacibn de simetria
de la molbcula. Es decir, si X e Y representan dos’ operaciones de simew
tria de la molécula, el producte YX = Z serb tambifn una cierta opera-
cibn de simetria, que puede ser simple o compuesta. Veamos un ejemplo:

Supongames que una molBcula pesee des ejes C, perpendiculares, a lo

2
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largo de los ejes x ¢ ¥ » Llamémoslos Gz(x) y Cz(y) respectivamente,
§4 consideramos um Gtomo en la posiciém (x,y,z), entonces:

x x

3
C(x) |y| = |~¥
z -

Aplicando Cz(y) al punto 2
se obtime el 3

r
x -
i ' 2

¥ (‘:"') "‘)

‘Es evidente del gr&fico que

el mismo resultade se obtiene rotmdo ¢l punte 1 alrededor del ejé z en
180°; es decir:

x x
02(2) = yi o= |-y l
z -g

Por tante; C (y)c {(x) =C (z) « El producto de las des rotaciones C,
es otra perpendmular a esas dos, y se ve que la existencia de cz(y) y‘

2(3() como operaciones de simetrfa de una molécula conllevan necesaria-
mente la existencia de otre eje C perpendicular* a ellos dos.

’

Elenentos de simetria equivalentes.

Si un elemento de simetria {eje, plano, etc,) A se transforma en oo
B debido a una operacibn generada por otro elemento X, entonces“A yB
son elementos eq;zivalentes, por definicibn, )

Ejemplos
F F Los tres(ejes 02 a 16 largo de los enlaces B-F sen

\ / equivalentes., Se transforman uno en otro medisne
‘  te una rotacién C, perpendicular al plano de la

molécula, que es un elemento de simetria de la

misma (e}( eje 83). Les tres planes I son tame
bibn wn conjunto de elementos equivalentes.

$xf e {3)
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‘ Sllb‘encem tiene dos conjuntos de ejes de
- nt’ncibn‘c equivalentes, Se transforman

une ‘én ctro mediante CG’ que es w elemen
to .de simetria de 1a molbcula,. (Los cone
¢dptes 1 ¥y 2 mo son equivalentes, pues ne
hd elemento de ;imetria que trans forme

Uno en otre).

b Lm equivalentes. Son aquellos que pueden ser intercambiados entre si

por alguna operacibn de sﬁneg:ria de la molécula, (tiemén que ser de la
misma 'es?ecie quimica) . EJ:, los tres &temos de F en BF,j los H del ben-
ceno, 2tc.s Les seis carbonos de la configuraciébn "bote” del ciclohexane
no'son equivalentes, Hay des grupes de 4 y 2 atomes ferectivammte.

"En la canﬂgwu:i&n' de “'silla"; los 6 som equivalentes, es q‘ecir, existe
alguna operacidn de simetria {e algunas) ‘que los transforma unps en otTos.

C C . [+]
.Vc——07 ) wc/ckc
[o] (o] ) C —C
bote ' . © silla
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IV,~ GRUPOS PUNTUALES DE SIMETRIA,
441) Introduccibn,

‘Supongamos que, dada una determinada ml&cula. determinames  todos sus
elementos de simetria (plancs, ejes, etc.). Podremos determinar entonces
todas las operaciones de simetria de la molécuia (conjunte completo de e—

. peraciones de simetria).

Es. un hecho cemprobado que para describir 1a simetrta de cualguier mo-
lécula solp es necesario considerar las aperaciones de simetria definidas
en capitulos anteriores 0’ C ! 8 ot i, Ademé.s, hemes vistc que el pre-
ducto de dos de estes operaciones de simetr!.a es, @ su vez, algurna otra )
operacibn de simetria de la melbcula. Demos traremos shera que el conjune~
to éompleto de eperaciones de simetria de cualquier molécula cumple los

postulades de grupe, siende la ley de compesicibn la aplicacibn sucesiva

‘de operaciones. Para esto nos ayudaremos del siguiente ejemplo.
Consideremes el conjunte cempleto de operaciones de simetria de una mo=
lecula planar npc AB, (BF3)’
A N ]
B, €44 C5y Cp cz, v W T, Q‘v ¢ S5r82 y T, 4 12 opera-
ciones de simetria en totale S:l se ferma la tabla de mx],tiplicac:ibn,

{tabla de Calley} se encuentra q\-e ‘el producte de dos de estas operacies
nes es tambifn miembre del eonjuntc; POr €jey

Bl : B ‘ B

| o |
A 3 A Ty A
E/ \a e B/ \B ~_—’ B/\B

— -0 : '

2

‘Lo. m{sme puede comprobarse para todas las operaciones (para todos los Pre

ductes). Per tanto, ¢l conjunte completo de elementos es cerrado respecto
a la maltiplicaciéni cerresponde al pestulado I de la definicibm de grupe.
Es necesario comprobar ademfs que se cumple el Teste de los postuladess

el producto debe ser asociative (II), debe existir elemento unitario (III)
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¥ €l elemento inverse (IV). N
Il.~ Es £heil cemprébu que el preducte de operadores es asociativoj
’ A(BC) = (AB)C , !

¥ que por tante se cumple el postulade II,

II1.~ E1 elementc unitario es la operacién que deja idéntica la molécula,
es decir, no eperacibn.

IV4~.E1l elemento inverse existe en cada caso. Se vid anteriormente que
171 wi 3 “--1 - 3 (cn -1, C:"m + ¥ es posible comprobar que
las retaciones impropias también tienen inversas

Mye] Yiwll
para n pars (Sn) -5,

para n impars { (™™ « ™™ sim par;

’ (Sg)-l - Sgn-m si m impare’
Fer tmnto, el c;wnjmto completo de operaciones de simetria de una molécu-
‘1a cumple los pestulades de grupe, Yy todes los resuitados ya vistes para
losb‘grupos serSn valides para el conjunte de operacicones de simetria de
una meléctila. \ ,

En el case de las melfculas, debide a que todes los elementos de simew
. trie se cortsn en un pﬁnlto que no se traslada por ninguna eperacién, les
‘ ‘mfs‘e . laman grupes puntuales de simetria. ’

442) Determinacién de los grupes puntuales. ,

Una vez egtablecida la equivalencia entre el conjunte completo de opew
. reciones de simetria de una molécula y los grupos puntuales pedemos plan
tearnes el siguiente problemas determinar todos los posibles grupes pun
 tuales que pueden fermarse a partir de la combinacibn de diferentes ele~
mentes de simetria, Una vez hecho esto, cualqniér melbcula podré encasi
llarse dentro de wno de esos grupos, en funcitn de los elementos de sime
tria que pesea, Esto es de gram importancia en la determinacién de es—
tructuras molectlares, A continuacibn, iremos obteniendo los diferentes
srupoapuntual&s s sin pretender ser rigurosos, sefialando sus caracteris—
~ ticas prihcipalw.

Ao Grupes generades per un sele elemento de simetria.

le= Caso trivial. Ne hay etre elemento de simetria en la melécula exe
cepte E. Grupe de orden 1, Se designa per 01;

2e= Un sele plano de simetria ‘T. Genera des eperacienes; v y
Q’a- B « Orden 2, Se designa per Cge

3e= Tnice elemento de simetria ¢l centre de inversifim i . Genera des
eperacienes; i, 12 = E, Orden 2. Se designa per Ci

44 Un gole eje prepies de retacién de erdem n. Generan eperacienes,
2 .3
cn, cl'l' c" eRssasenI sy cﬁ =
Es un grupe ciclice, y por tanto abeliane. Se designa per Cn.
Se= Un sele eje imprepie de retacibn, En este case hay que considefar
sines par impars
2 par El eje imprepie sn geners, un grupe designade per Sn, de erden n,
p 3 Tim]
cen r operacienes; E, Sn; cn/?.’ Sn, snsenes Sa « E1 grupe 82 a un
case especial, ya que 32 = i, ¥ en realidad se designa per Ci.
p impar En este case el grupo es de erden 2n, Se vib que la presencix .
de un eje impreple Sn cen n impar implicaba la existencia de um eje cn
y un plane [, . Luege, este grupe me cerrespende a los de tn sele ele-
mento. E1l grupe generade en este case es un grupe cnh' que veremes a&s‘
adelante. ’ ' :

Be~ Grupes generades por dos e mhs elementes de simetria.
lem Gma Dn .

Si aun eje cn se afiade wn eje C, perpendicular a el, se ebtiene un grum

e Dn. Supondremns que Cn esth :ertical. Al aplicar 1la eperacién cﬁ al-
eje 02 se obtienen n ejes ~02 peérpendiculares a cn. El grupe censta de
2n operaciones (erden 2n). (Les n ejes de 2do. erden miis las n eperaciow
nes C,, aj,‘cﬁ, corans G mE), :

2=~ Grupe D }
Se forma afiadiendo un plane Th a los elementos del grureo Du" Se com~
prueba que es un grupe de erden 4n, com las siguientes opexfacions de

K} 3

R Y T

i
g
i
i
;
|
)
i
}
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simetriaz
n~1 retaciones propias (eje cn)

nel retacienes imprepias {eje §, paralelo a Cn)

_n Tetacienes C,
1 plane Th
n planes Q‘v

- elemente identidad.

Les plenes verticales surgen automaticmmte por la cembinacibn de 02 Yy
W Estes planes verticales centienen a les cjes 02 y se designa siem-
pre per Tv. .

3
v

T
M ; @ Cn -

Cz

[

3= GNE! D nd
Pueﬁe ecurrir que al afiadir el plane rh para ebtener D wh les planes vere

ticales que se obtienen bisecten leos ejes C, en vez de ceincidir con ew

A 2
1lles., En este caso se llaman planes dihedrices, y el grupe se designa

' entences per D ,. E1 plane dihedrico se designa por (]'d. Este grupe as

de erden 4n, al igual que el anterier. En vez de eje S+ aparece un eje

' San.

4= Grupe C .

'Se genera al afiadir un plane (3‘ al eje de retacibn Cpe Consta de un te-,

tal de 2n operac:.onesz lag n retaciones C y les n productas VC e Com
ne 0- b4 c cenmutan, vy ademés les C conmutm entre si, ¢l grupo es abew
11m. Se puede generar asimisme cons:derando m eje S impar que genew
Ta 2n eperacienss, come se vib mteriomente (345, 3).

Ge~ Grupe C
Se ferma aﬂadimdo un plane vertical G‘ al eje de retacibn C + Es wn

grupe de erden 2n, Si n es impar, el eje c, = la ex:xstenc:r.a den Pla~
" .

nes verticales, que sunades a las n speracisnes C da el erden’ 2n,
Sines par. el eje C genera selamente n/2 plmn wverticales, ¥ les pree-
ductes c V" generan om cenjunte de n/2 plames verticales. Estes des
m;mm 16 sen equivalentes (me hay eperscibn de simetria que transfer—
me unes planes en etres). Se aces tumbra designar une de les cenjumtes
por (Tv y ‘el estre per Ud, de manera arbitrariae En cualquier case, haya
® ne 'Q’d, el grupe se designa per C“.

Les grupes que hemes viste hasta ¢l memente pucden agruparse en des cen
juntes, de acuerde a su maysr ¢ mener simetrias
Grupes tipe I.~ Una sela opera:i‘n de simetria ademfis de la identidad,
Son grupes de baja simetrias cl ] c s Ci .
Grupes tipe II.- Simetria media. Se pueden especificar en thrmines de
mn sele éje de retacibn, (Si hay otzvs, sen C, perpmdiculares, ceme en
les grupes D ) ¢ Cav S0 Copo Cpy » Dppe D .
El grupe Cz tiene sele dss opencicnu, (‘.‘,2 y Com Ej ¥ también pedria ser

2
inclulde en I, Per cenveniencia le dejaremes aqui.

El reste de les grupes ne censiderades hasta ahera les incluiremss en
etre cenjunte, les del tipe III, y les llamaremes grupes especiales,

Co= Grupes tipe III, (Lineales y de alta simetria) |
le~ Grupes linealﬁ.- Hay des grupes de simetria basades en estructuras
linealess cd,v, yD '
Cy .t meléculas lineales que ne tienem plane de simetria L al eje de la
melécula. Tienen un eje de retacibn C, paralele al eje de la me-
lécula e infinites planes de simetria conteniends al eje C,,o .
Ej¢ HwCl j D=-CmC«H

‘th: moléculas lineales que peseen un plane (f'h. El pim G—h es equie

valente a infinites ejes 02 perpendiculares al eje de la meldécula,.
Adembs peseen Centre de inversibn. Este grupo se designa per ooh‘
Ejt OwCw0 § H-CuwCeH
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Lo Gmgo§ de alta simetria, ’ )
‘Hasta el memente selamente hemws censiderads la pesibilidad de que exis
ta un eje'C s 21 que llamaremes eje de retacién prin:i:pal. ¥ otres ejes
perpendiculares aeste C « De la misma ferma selamente hemos comsiderade
‘pranes T, ¥ (J- Cuando se cengideran elementos de simetria inclinades
‘mpecu awm eje C censiderade ceme principal (generalmente el de mayer
») ebtenemes les grupes de alta simetria, -~
) Al. msiderar les pesibles grupos que pueden formse de esta manera,
. encuentra que estes grupes estdn relacienades a la simetria de les s~
l.idu regulares pelitdricess tetraedrs, cubs, ec
‘mmg Hay 7 grupes puntuales relacienades cen lee s€)
que pusden agruperse en tres cenjuntess
C cruyos tetraedrices: T, T Tg
grupes ectaedriceas O, Oy
_grupes icesaedricess I, I

" 1) Grupes tetraedrices.-
Tesbiln ge 1lamsn grupes cGblices,
Fues sus elementes de simetria pue

! dm ser discutides en base a les -

. ‘mmusimmhdemcuh

. GEupe Te- 'AL considerar los 4 o
"'juﬂsqmtimemcuboah r

;ge de sus diagenales princ’  uies,

: K‘Jx:ﬁlia.. tres éj’es C, perp .icula~
re% & las caras del cubc se obtie-

: mm grupe, cems puede cemprebarse fermands la tabla de miltiplicacién,
Estes 7 elementes generan un tetal de 12 operscienes de simetria; el gru=

Upo e de erden 12,

Cg‘

Tetraedre inscrite en un cube.

e
x, |
m o Se forma ‘al aBadir al grupe T seis planos de simetria, cada
une de los cuales pasa por des aristas del cube epuestas en diagenal. Cae

" Se Porma al censiderar tedes les

e

da plane cantime dog de les ejes 63 ¥y un eje Cz, y b:hecu uwna de las
aristas del tetraedre. Les seis plm, Junte cen les elementes anterie-
res, generan 6 ejes 5, colineales cen les ejes Cz' En tetal hay 19 ele~

mentes de simetrias

4

<,
x
T , 2
, a 6Ty
e, ‘ |

Estes elementes gemeran en tetal 24 diferentes eperaciemes de simetria,
Es decir, el grupe es de erden 24,

_m_!’hw Se obtiene afiadiende a T tres planms de s:lmtx'la.Ls a les em
Jes Cz, que pasan per el centre del cub.. Cada plane centiene des ejes

ca. Les tres planes generan un centre de inversién y tres ejes 84 PETI~ ‘

leles a 02 ‘03
A este grupe especificamente . : 3c2
se le llama grupe clbice. Th 3 B
‘Ne se encuentra cen frecuen- ‘ 384
cia en las melbculas, i

11) Grupes ectaedrices.- Se sbtienen censiderands les elementes de si-
metria de un eCtaedre regulars -
Grupe O.- .

e.jq de retacibn del ectasdret
{2 4 :
1] <,

L %2 ’ .
es decir, tiene 13 ejes preples
de retacién, ‘

Grupe Oy o= '
Se ebtiene afiadiende al grupe O tres planos ‘Th perpendicularu a les
ejes 04, mas seis planes Wa Estos elementes de simetria generan un ta

tal de 30 elementos, que a4 su Vez generan 48 eperacienes de simetria,
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1‘ 6q—d El grupe es de erden 48,

111) Grupes icesaedrices.- Se ebtienen censiderande les elementes de siw-

metria de un peliedre regular de 20 lades,
. Smpel. ‘
' Se ferma al censiderar tedes les ejes
prop:ﬁs de rotici&n del icesaedre.
. 120,
1 { =,
15,
Srupe T, o~
Se ferma afiadiende un plane V‘h a cada eje 05.

Cs
; ALa
(V4
r G
i1Cs

Este gevera wn tetal de

.95 eiumm, que a su vez generan un tetal de 120 eperaciones de simew

 triae
“ T 120

oY 1 1330
ot

-

Les eylmntos de simetria generades per un dedecaedre regular son anfle-

ges & les del grupe Ih‘

Hemos censiderade hasta aqul tedes les grupes relacienados a sblidoes rew-

gulares, ‘N- hay sélides regulares cen mhs de 20 lades. En la actualidad

36

sele Se cendcen unas pecas especies gquimicas que pertemecen al grupe Ih"
En la descripcién de les grupes que hemes heche esthn centempladas tedas
1as pesibilidades, Es pesible demsstrar que cualquier cembinacién de e
lementes de simetria e bien dgenera uno de estes grupes, ¢ ne €s Jrups, Y
ne esth censiderade en esta relacibn ni puede generar el cenjunte complew
te de eperacienes de simetria de ninguna melécula.

Resumiendos Dada cualquier melécula, necesariamente debe pertenecer a al-
gune de les grupes aqul ebtenides, .

4.3) Identificacién sistembtica de las meléculas .-

Excepte en les kcaaos de meléculas muy simples, el primei- pase en la dew
terminacitn de la estructura de una melécula es determinar a que grupe
puntual de simetria pertenece, Este se ;vuede legrar de una manera relati
vamente fhcil analizande les elementes de simetria de la melbcula.

A centinuacién dames la "receta® para la identificacién de cualquier meléw
cula, e;intetizada en un diagrama de bleques,

Como ler paso, se determina si la melécula pertenece a algune de les gru
pes speciales del tipe III (lirieales & de alta simetria). Esto es rela-
tivamen e f@cil, y generalmente se hace ebvie per simple inspeccién, 51
la mol&cula pertenece al tipe III, se sigue el diagrama de la phg. 38 .

En el caso de les grupes de alta simetria hay que cemprebar si la moi!xm-»
la tiene efectivamente tedes les elementos de simetria, une per une, para
evitar eéuivbcgcimw. Si ne pertenece al grupe IIl, entences el diagra—
ma sigue segln la phge 3% En este diagrama se entiende per eje principal
el de mayer erden. Si hay varies ejes de retacibén del misme erden, enten
ces se tema €l que sea {mice de acuerde a la estructura parficular' de la
melécula, si le hay. De ne existir este, se toma cualquiera.

¥
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4.4) Ejemples de determinacién de grupss puntuales,

- L= HO. L - G2

Ne es del tire III.i H
Hay un eje C, = tipo II /
El eje principal es el e_ji: (':2 N B .
Nopneesa 1jac. 3
Fe pesee C, | aC = es un grupe C.

Yo peses q"h

Tiene 2 planes V‘v, per le tante pertemece al grupe 02;.

1

2w RE_. : S 3
Ne es del tipe IIT. (Ne es te*traedrica, N
ne hay ejes 02.03). ‘ o ;:
Tene eje C, =5 tipe II, K ',.‘"“",'-3'
El eje ‘pr:lncipal es el 03. “HY
Ne peasee S, i a Ca. ‘
lh't:lane;cz.Lac:i.. \
' Ne pasee Th. v
Tiene . lznes Q"v.(s plams). E1 grupe es C .
3.—2 0 = =CH, (Alem)
R' es del tipe III.
" Tiene un eje c, | a1 eje de 1a molt«:ula
Tiene uwn eje S4 paralele al 02

H‘ .-

" Hay elementes adicienales ademis de i. Cz . C"' Gg'.c -\r-ﬁ:--'-

~ (Planes de simetria v / ’
. P s . :
41 examinar cuidadosammte se ve que H 2! A
hay des ejes C, 1s a1 C, principal, - Yo ,
]

7

por tante es mgrupo D.

) Fe tiere plape V- Tiene des planes que bisectan les ejes c, (7.},
] per, tante pa-tenece &l grups D d

‘dé i.

4.~ Ferrecens. (05!{5) Fee

Ne es del tipe 1II,

Tiene un eje Cg (el de maysr n).
Tiene un ejg Sw'Aplralelo al 05
(/10 de vuelta + Ty 92 wma pe-
sicién equivalente)

Hay elenmentes adicionales aparte

Tiene 5 ejes C ds aCB, luege
esungrupoD.‘

Ne tiene Th*

Tiene 5 planes q;\’ ubicades de forma due Cada une pasa per un vértice
¥ el centre del lade centrarie, bisectands un par de ejes 02.

4 Fl grupe. es D‘)'d’

50- Bencens.

Ne lineal. Ne upacialu (Ne grupe I11)¢

Tiene un eje principal C6 _Lal plane de la ' c
. .

vfl&:uln- ) ?

Re tiene eje 512 “ a CG‘ c

Tiene € ejes 02 dLa 06. Es algune de -

‘

“les grupes D.

‘Tiene glmo Th' Luege esta melecula pertenece al grupe DGh'

' Tembitn tiene 6 V:', que no sen dihedrices, pues cada une ceincide cen

cadaume de les ejes Ca.

4.5) Clases de operaciones de simetria. .

En el epigrafe 243 se vib que el comp‘lego fomado por todes les elew

mentes de un grupe conjugados entre st era una clase del grupe, per de-
finicibn,. Tanbiim‘se vié que si H es una clase de G, entonces n. = g/hs
eseay que el erden de cada clase era’un facter entere del grupe. Para
ilustrer este en el case de les grupes puntuales, consideremes las cla-

ses del grupe C4vt
4

vl G . T L DR o

JR—
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c { Elementes: E, 04, V—v'
4v » l Operacieness E, C, o Ci V-, 2 VZ.

" Les des planes ‘T‘ forman 45° cen les Q:;.
Puscande las clases de este grupe sbtenemes la sigulente tablat
E
Cpr C
C;asa del grupe C av 02
Ter &
Gar Ta

El elemento que efect(a la transfermacién de semejanza en cada case es
une cualquiera de les elementes del grupe. El grupe eg de erden B, ¥ com
da clase cumple la cendicifnm de que su erden es un facter entere del er-
‘den del grupe. E1 siguiw‘}:e lema ilustra el significade de vna clase en
un grupe puntuals .
Lenae— En wn grupe puntual, des eperacienes de simetria pertenecen a la
misma clase cuando una puedé ser resmplazada per la eira, estande esta
Witima referida awn zmevo sistema de referencia, accesihle per una epe-
racibn de simetria del g'x'upu
Ejempler Analicemes la clase C,, ¢l cg..> g m2T/4m ‘W/z v
e 3M/2

Es facil ver que Ci tiene el misme efecto que una retacibn 04‘ap11qada
en sentide centrarie, e sea, ci = c‘i + El primade indica que 1la retacién
hay que temarla en sentide centrarie.

Censideremss ahera el sistema de referencia que se ebtiene al intercam-

42

I |

Eia:r los ejes X e y3 Xx'my 3 y'mx o Equivale a retar el sistema un ane
gule alrededoer de un eje c,
te nueve sistema la retacién C4 ‘s contraria a las agujas del relejs

Es decir, Ci y 04 tienen el misme efecte cen tal que C4 se teme referida
a etre sistema de referencia (al cual se llega, en este case, aplicands

que bisecte les ejes x ¢ y. Referide a es-

CQ). Fer tante, pertenecen a una misma clase en el grupe Cav. En etre
grupe ne tiemen per qué pertenecer’ a una__m:isma clase, ya que el eje C2
que' transferma Xy en x’y? ne tiene per qué existir, (En este ej. wn rla
ne “Tv que bisecte les ejes también efectfia la transfermacién).

Debide a la equivalencia entre speracibnes de simetria de una misma
clase, se acestumbra designar las eperscienes de simetria de les grupes
con una netacibn mbs cempacta, de la ferma siguientes
Inversibn.- Una sela eperacibn de inversién es pesible per melécula. Ella
sola ferma uma clase, 5e designa per i.

Reflexienes .~ Una reflexidn Vh es una clase per si misma, siempre, Les
planes U' que pertenecen a una misma clase se d&signm per
n G‘. Si sen dihedrices, per n(rd-

Retaciones propiasse- Se agrupan per clases segim c 4 C
excepte en les grupes Cn, que sen equiv,
ciclices, abelianes. (En un grupe abeliane cada elemente és

conjugado unicamente consige mismt). Estes grupes se Caracw :

terizan perque cada operaci&nk C: ferma yna clase por si misw ’

ma. En les grupos de mbs alta simetria. les ejes Cn Se agrue *
pan en clases de la siguiente forma:
Tomemes ceme ejemple las rotacienes ct

’ Netacibn anterior ; 6Nvuw.-vau netacifn
Cer c? \ , (= C
Cg, CG = C3, 03 ‘ 333 . ) ‘
Cer» =C3 ‘ €y

Cemo cs ¥y C‘6 sen ‘igual&e 8i se toma une en una direccifn y el
otre &n la contraria, se designan ambes pet C6, y asi sucesin
vamnente.
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Retacienes imprepias.~ Exactamente
oy decir, )

igual que en las retacienes prepias,

mn T
Sn Ly 8 n
equive

Ve~ TEORIA DE LAS REPRESENTACIONES .
501) Matrices,

En este epigrafe revisaremss alqunes cenceptos que se supenen CONeCim

des, e intreduciremos algunes sdicienales.
Una matriz es un arregle de nimeres,

.-11 .12 sesvvvsee
l21 l22 resevscen la
A = ‘31 .32 csnesenny aan

mxn L R T TP Py

4

YessessNRN NI IRAGIIOGEDIES

Lf"ml %2 : a:m_‘

Decimes que la matriz es m x n si tiene m filas (herizmtales) Y O COee

a; 3 dende i indic# la fila y j la celuma.

Suma y resta de matrices,
i +§ 'é = ¢ a pd b
- - ., B2 R d L]
nom Xy mxm i i3 ,i‘j

La suma de matrices es aseciativa y cemmutativa s
r3 N ~

”
A+B =B+ A
3+(§+6)-(K+§)+8
e

Preducto de matrices.
A A A
A B = C c,,. m a,
i 1nPn
. m; nxp  mxp 3 z 3 J

hal
ejenple : 1 et 1. 0 3 w1
. 2 1 0 2 1 = -2
O 2 0
3x2 2x3

€44 =Za1hbh3 = {1x1) + (ox1) = 1.

hel

a5

 lwmas {verticales). E1 elemento gembrice de la matriz & es el términe

o
-

o
N
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‘f’ropiedades del preducts:

' Matriz diagenal en l;loqﬁw.

- Una matriz diagenal en bleques es ura matriz cuadrada cuyed tkrmines ne

‘,nulo‘s esthn arreglades en bleques a le large de la »diagma]: principal.
. Puede haber 2, 3 b mhs bleques.

Aseciatives m'?;n(n?cp p;étq = (m:Am nigcp)p;q

Ne cenmutative: AB g BA en general, (si ne sen cuadradas, el preducto in
_verse ni siquiera ruede fermarse).

cuando e se dice que la matriz es una matriz cuadrads, y se ind;ca
{(nxn). Una matriz cusdrada es no singular 8i $u determinante ne ec . ile,
* sea, [af A0 = ne singulare En le que sigue, supshdremes que to-

das las matrices sen cumdradas, ne singulares. El erden ¢ dimensibn de

vna matriz cuadrada ser el nfmere de elementes en cada fila ¢ celuma.

Matriz identidad (I).

~An

Es aquella matriz tal que AM=TamA . 1 0 "0.e 4
Se demuestra fhcilimente que en esta ma= o 1 O e
triz todes les términes sen cere excep— ~ o o 1.4,
_te les de 1a diagensl principal, que " Jo o0 04,
" sen iguales a 1J
E1 elements genbrice es la delta de Irenec Lo o v 00000

k&l‘, Ji .

3 5 1 31 dxj
. aij - ij “, )

';lnl
0 si 43 . :

- Matriz diagenal.

Es aquella cuye elemento genérico xiene dade per By, - )\ig. s« O sea,
1- matriz es semejante a I s Con 1lac términes de 1a diagmal d'.\.?erentes
de 1.

\

iloo ]
FS _E‘il ‘ __é
win = ‘ /

Per ejemple:

o
o

0
.o | 1]
~

' Se puede demestrar facilmente que ‘K‘ - {A \ ]az\ lis\
Una pitpiedad impertante de las matrices diagenalizadas en bleque es que !
si des de ellas estén diagenalizadas de la misma ferma, entences su pre~
ducte también le esth, - Es decir, si

A 0

a2
c
o
’ ~ ~ o~
donde, adembs, C - AlBl H 02 - Afa .
bleque se multipllcm bleque a bleque,

ALas matrices diagenalizadas en

Matriz inversa.”’
La matriz irrversa de A es aquella matmz, designada per A s tal que

»
;\A-]' - 7\ 154 - I «. S& demuestra que el elements genérice de la matriz A
. :i.-l-jM
viene dade per -1 (-1) 43 -
) : a; =
J { A ‘

dende. M j es el mener del determinante que se obt:i.me al eliminar de A
la fila 1 y la celuma je ‘

Matriced conaugadas. ' ) ,
Dos matricm A v B sen conjugadas si existe alguna etra matriz Q tal que ’

P

B - Q AQ . 'rambi&n se dice que estén relacionadas per ma trans £ormar
c:t(m de semejanza. Es facil ver que si B 0 AQ, entences A = 0-130
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5.,2) Caracter e traza de una matriz.

Per definicibn, el caracter de una matriz es la suma de les elementes
”~

de la diagenal principal. Se designa per X. Para una matriz ngm t
n

Xam >y

J=1

A, AN »~ AM - ~
Prepiedad I.- Si C-AB yD = BA, entonces C y D tienen ¢l misme carfcter.

x Z 3 ZZ 238"

31 be
Xp = Z 34 Zz g
T
X ZZ j"’h ZZ % 5hPhj ‘ZZ agb = X

'3 n
'Propiedad I1e~ 5i dog matrices son cenjugadas tienen el misme caracter.
A
Sea B = 0”149 ;
)Lae B = Kde "0 = Xae (3 A)o
= Xde G(Q71A) , per la propiedad I
A“—l
- x.de (Q@

AR A
= Xae h ;yaquet}lezl.

503) Operacienes de simetria en netacién matricial.

Es pesible representar cer matrices las diversas eperacienes de simee

tria que hemes censiderade en capitules anteriores. Pasemos a demose

trarle,

Rotacienas (Cn).

AL retar un angule f# el vecter de posicién que representa el punte (xy)

Qi:a un angule @, ebteniendose un nueve vectsr de posicibn T' tal que
r e r .

48

h
xte rloos(d - g) ‘
y'= rigen(€
) '¢ ) Y be--- ‘(‘xr)
rowmr . v~
] LY
Y- A== =2 odv)
x! = r(cos Ocesff + sen Bseng) i ; Xy
y! = r(sencesf = cosOseng) | A® ‘ '
' l . ]L ” ;" X
sen @ = y/r § cos & = x/v . e

y sustituyendo convenientemente se encuentra el par de ecuacicmé: de
transformacién de ceerdenadas: ‘
%' = xcesf + ysenf
vyt = wxsenf + ycesg

‘Est,e par de ecuacienes se puede expressar en netaciéh matricial de la gi-

guiente fermal ,
[ x] cosf  seng x\i}
' »-
y ~seng  cesg v
Identificande a ¢ de acuerde a 1a expresién @ = m(27/n) esta matriz re-
presenta emtmces al operador .
N cosp’ s 1

¢ a

n -mmﬁ' cesf _J

‘ ¥, en netacibn abreviada, T -c T .

81 la rotacibn o3 en sentide mtrario, se demiestra facilmente que la
matriz de la trnasformacifm es la traspuesta a la dada.

Hemes planteade la retaciém mns;.der‘mdo selamente des dimensienes,
$i se censidera el eje z, la 3ra. ecuacibn de trasnfermacién seria z'=z;
o seat ’ ' ‘ '

x' = cosfyx+ senffoy + Ou2
y? mesenfox + cesfey + 0.z
2! e Oox +  Duy + lez

49
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y 1a matriz quedaria

, cesf  seng 0

Am
c, = ~senfl  cesf 0
0 0 1

1

Para rofacioucs alrededsr de otre eje se sbtienen matrices anflegas,

Refleximes ( T)
Far siuple inspeccibn se ve que para una reflexibn en un plane que cene
tiene les ejes yz,

X' = o
y'=y
' = 2 . - x
Es decirt X' m mlex + 0oy + Ooz x! “1 o o] [x1
’ gt = DX + 1oy + Ouz ¥yt = | O
2t m Oux + 0.y + 142 z' o 0 1 z

y 1a matriz de la transfermacién viene dada per

~ [= o o]
Telo 1 o
: o o 1

N R
y en ferma cempacta, r'= Ir . Una reflexibén a través del plane xvy se
répresentarh per

1 0 ¢
N . )
Txy - o 1 0 etce (varia z)
0 0 =1 ’

Inversién (1.
# B R — - -
La eperacibn de inversidm es tal que ir = «r ; ¢ sea, r' = «r

X' ® =Llex + 00y + Ouz x? o 0] x
Y' = Oux = 1.y + Ouz y! = 0 ~1 0
Z' wm DX 4 Ouy = 142 2! 10 0 =l z

es decir, para la inversién tenemes

-1 O O

*
L o= 0 =1 0
0 0 =1

Elemente unitarie (E).
E1l elemente unitarie es tal que T'e E? = ';
X' = 1oX + Ouy + Ooz

; x! o o0 x
¥ m Oex + 14y + 04z yt| = 0 1 ©
2! = Oex + Ouy + loz 2t 0o o0 1 x
Per le tante: 1 0 ©
E=Iw |0 1 O .
o ¢ 1

el elemente unitarie es la matriz identidad,

Rotacienes impropias (Sn).

Censiderande la rotacién en el plane xy ya analizada, ¥ la reflexién en
el misme plane pesterier a la retacién, y teniende en cuenta que la z ne
se mezcla ni ceh x ni cen y en las ecuacienes de tramsfermacibng

x? = cosflex + senflyy + Oez x! | cosf  seng 0] [x
y' mesenf x + cesfiy + Caz yt| = |-senf cesf O] |y
' e Oux+ Oy = laz z! 0 0 «l}

s

n
~

. k.
Se cemprueba facilmente que la relacibn = Q‘hcn se cumple en las mam

s
. n
trices al igual que en les eperadores:

A} . .
1 0 0] [cesf senf O cesf senff ©
0 1 0] |senf cesf 0| = jsenf cesf ©
LO ¢ =1} 1 O 0 1 0 0 ~1
~ ~
v, c, s,
51 '




(sen matrices diagenalizadas en bleques). Ademfs las matrices 'én y Q:h
cenmutan, evidentemente, al igual que les eperaderes, -
5.4) Representacién matriciale

Cualquier cenjunte de elementes capaz de representar las eperacienes de
simetria de un deterninade grupe puntusl es wia representacién del mismo.
Hemes demestrade que tsdas las eperacienes de simetria pueden represens
tarse comw matrices cuadvadas de erden 3, referidas a un sistema de ce=
erdenadas cartesianas cen vecteres wnitaries 1, j, k.

Para demestrar que el conjunte de matrices aseciade a las eperacienes de

simetria de wn determinade grupe puntual es efectivamente una representa

cibn del grupe, hay que demsstrar que ese cenjunts es un grupe isemerfe
cen el censiderade, Es decir, hay que demestrar,

‘ a) Que el cenjunte de matrices cumple les pestulades de grupe.

. ') Que tiene la misma tabla de multiplicar que el grupe puntual censide-

rade. ‘ - . ’

Analizarenes ambas exigencias valiendenes de un cage particular, el del

grupe C,, . “n realided, la exigencia b) => la a), pere para mayer ilus-
tracién, malizaremes las des cenjuntamente).

Para el rupe c?h'

S
o
G
)
s

E ', E 02 i ‘Th H o
c,| ¢y, B @ & U
111 T & c,
Gl et o .
, [ cesTr ;mﬂ o © -1 0 0
62 = legen T cesT o ‘ = 0 -1 o (@ = 2Tn =77)
0 ' 0 1 | l¢] ' 0 1
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0 1 0 © .
~ N
2™ {0 =1 0 0-10-010-V'h
0 0 -1 0o 0 1. 0 0 -

que concuerda cen el resultade de la tabla. De la misma ferma se puede
demos trar para‘el reste de las operacienes, Temaremes come un heche cier
te que este se cumple en tedes les cases, \Aaemﬁs, de pase se dmzcs}:n
que el conjunte de matrices es cerrades En cuante a les otres pes tulades
de grupe: ‘
Il.~ Aseciatividad. (E1 preducte de matrices cuadradas le eumple)
IiTem elemente unitarie (1la matriz I)e }
IVe~ Tede elements tiene su ‘i:'werso que pertenece al grupe. Este se cem
prueba facilmente en el ejemple censiderade:

5262 n‘f H iiel D ﬁ; 6; 1. Es decir, les inverses de
los elementes sen les prepies elementes. )
En resumen, el conjuntc de matrices que Ffepresentan las operacienes del
grupe C:Zh ferman un grupe isemerfe cen Czh, y sen efectivamente una repre
sentacién matricial de 02h' De la misma ferma se puede demestrar que pa~
ra cuelquier etre grupe la representacién matricial de les eperaderes es
una representacién del grupe, v asi le censideraremes de shera en adelan—

te.

Para obtener estas representacienes hemes considerade come base un vecter
unitarie ’5,, ,)f, ¥ en tres dimensienes. Se pedria temer etre grupe de veo-
tores como base, y siempre seria pesible hallar eotra representacidn del
misme grupes En general, existe wn nfméro ilimitade de representacienes
para cada grupse Sin cmbargo, para cada grupe, solamente es de interés
cenecer un nimeres limitade de representacioness Veremes este a continua-~

cibn,

5.5) Representaciones reducibles e irreducibles.
»~ o~ A~ -
Teoremae~ Sea I, Ay, B, Cy eses un conjunte de matrices mwm que forman una
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representacién de un grupe puntuals Sea Q etra matriz cualquiera nxn,
ne singular, El cenjwite de matrices que se ebtiene aplicande la trans—
fermacibn de semejanza con la matriz 5 a la representacibn dada es tam-
bibn una vepresentacién del grupe. Es decir, si Arv = g"Yg 3
Be -'df'lﬁé‘ § etcs, entonces el cenjunte 3.', %’, C'y ...etc. es también
una representacibn del grupo.
Demes tracibns
AR »

Sumgms AB = C

A = (@7%0)(07%50) = GTR(o0™ 1)Bo = Q7350 = 07%CQ = Gt
y cualquier producte AB tendré su hemblego en el grupe primadce Es evie
dente gque ambes grupes tendrin la misma tabla de multiplicar si se hace
cerresponder a cada elements su smjahfe. Por tante son grupos isomorfes
y se cumple el teorema.

: " - -~ FS
Censideremos la representacidn de un grupe puntual I, A, By cass etce
y suémgtuis que al efectual la transformacién de semejanza se obtiene
una matriz diagomal en bloques, es decir

LS LS PALY

A =QT AQ = i

¥ que un resultado similar se obtiene para las demSs matrices del cenjun

tes Entonces, debide a la prepiedad de que estas matrices se multiplim
can en bhque, y seg{m el teorema anterz.or, '

¥ t tt
AB-C.;?AB'-C 5151"01 ‘

”
Es facil ver que cualquiara de les conjuntes de matrices A]:’ ﬁ]’c' ]'c’"
etc, es también wna rcpresmtaci&n del _grupe. A cada elements A, 8, G,
sses 1€ cormsponde un elammu Ak,B’.G' evsesy ¥y adembs

s

hBuC -=>Ak3 uck

El cenjunto A, B c, eses ¥ €1 Ak' ! Ck, esss tienen la misma tabla de
multiplicar (sen isemorfes) y per tante este ultime es tambibn wna repre
sentacibn del grupe.

51 es posible encentrar 1a matriz Q que lleve a cabe la u‘amsfomaciin
aqul descrita al ser aplicada a una representacibn (A,_B, c, see) decim
mes que la representacibn es reducible, 854 ne es pesible encentrar la
matriz 6 que efectue la transfermaciin se ‘dice entences que la represen~

tacién es irreducible.

Les cenjuntes de matrices gmera.'lmmte se daignan per i o 51

]
s
.
:
H
?
1
1
A
:
‘
'Y

P il

esto se expresa generalmente cemo una sSuma directa F' = ﬂ1+ {7‘2+ (‘ 3°
ejemnles Ceonsideremos €l grupe CSv
E : ,
Cpw {2, (elementes agrupades en clases)
30"v
Para la representacisn matricial, gjomando la terma i, j, k cemo base,’
1 0'o0 ces2 /3 —een2T(/3) o} i o'o
[ N
Tw {0 170] &, =|sen2 /3 cos2ft/310| T =l0 < !0
— - 3 PRSI DAyt b [
) 0 01} o o} 11 o o011

1
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Esta representacibn se puede descempener en des representacienes:

1 o ces2TV/3 —cen211/3 1 0
ny' [0 1] i [sen2T\'/3 cos2ﬂ/3] i [0 -1}

Lot SUNEEEEN
yeusemr;aqm l-,l- r'ﬂ-v [_;'.

De tedas las pesibles representacienes de un grupe, las mbs impertantes
sen las irreducibles; y ne las representacienes en si, sinc les caracte-
Tes de estas representacienes, Estas serfn utilizadas mbs adelante en
preblemas rela::lonados' cen la dinsmica melecular y la t/e.oria'de la Qalen-
cias En el epigrafe siguiente nwstrvaremos de que forma se representan
1;5 grupes en base a les caracteres de las representacienes irreducibles.

5;6) Prepiedades ‘de les caracteres de las representacienes,
_Supoﬁgms que un grupe tiene varias representacienes irreducibles :[,
‘jo» ky etc. Lesignaremes per r‘i(R)» a la matriz de la representacién irre

_dueible i jue correspende a la eperacién de gimetria R. S5i el grupe es

de erden g, la representacién centarh cen g matrices cuadradas, cerres~
pendientes a las eperacienes Rl' Rz, .....Rg. El erden e dimensién de
‘cada matriz se designarh per L i A continuacifn se d& sin demestracién

e .
" un teerema que es fundamental para analizar las propiedades de los carac-

' .. teres de las representaciones. ,
- . Jeerema,~ Sea r':'.(l'l),nn el elemente genérice de la matriz [ 4(R) correspen

diente a la i-tsima representacién irreducible de wn grupe puntual de er-
dgn gy Siende L i
mensibn g que tiene per coeficientes les elementes genérices ]-75.(]:'!)’“n Cow

la dih_wns:‘,bn de la matriz. Censideremos el vecger de di

r:sapmditmts a cada eperacibn R del grupe:

{Pi(ni).m* R ICR I VLR,

N
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‘)\‘

" entonces se cumple quet

Iew zr‘i(R)m Pj(n)m'n' =0 siipj (aunque mim', ngn', idem

(si se cumple la igualdad

Es decir, vectores eriginades per elementes genérices cerrespondientes
en diferentes representaciones sen ertegenales,

Il.- ZE(R)M E.(R)m'n' =0 simgm' o .‘n k'
\ R ' .

Es decir, vectores oriéiﬂados per elementes gendrices diferentes de u~
na misma representacién también sen ertegenales,

“IILem z‘f‘i(n)Im [®,, = .9/1. 4
R

E1 mbdule del vector es igual a g/i,.
Estes resultados pueden incluirse en una sela expresibéns

= MO T ®ins = AT s b bt

Analicemos ahera, en base a este teorema, algunas propiedades impoitm-
tes. de los caracteres de las representaciona.y .

Propiedad le= La suma de los cuadrados de las dimens_ipnes de tedas laSy
representaciohes- irreducibles de un grupe es igual al orden del grupe,
o sea,
2 2 2
L1+L2+L "’L4f" sersssse = g
Demos tracibns - 3 . .
‘ | MR, e Ti®R,) 4 eevee TH(RY)
ﬁegﬁm el teorema, los vectores 1B e L3 Ro) s eecee 1R, son
de dimensisém g, (Tienen g compenentes, per.tante se encuentran en un es=—

2
3

‘pacio de dimensién g).
Hatriz de orden L i = L: elementos genéric'os => se pﬁedm cons truir

57




L: vecteres de dimensién g per cada repmentaciim i, E1 teerema b&sie
ce exige que el tetal de vecteres Ll + Lg + L3 + seses Sean ertegenales,
Ceme el espacie es de dimensién g ne puede haber mhs de g vectores erw
tegenales (L.I.)

Per /tmb., Ll + Lz + La * se0teeense

L9
La expresién cerrecta es cen el signe = (para demestrar la prepiedad),
. pere es muy cemplicada su demestraciln, y la ebviaremes,

Cm;l.ario.a- Para la matriz identidad de dimensién L

xi(ﬁ) = L

per tants,de acuerds a esta propiédads

PACAEIPR T ejenples
: | .

[}
=

\ ‘ 0 0 1
(Este en realided es una ferma equivalente

Li = 3
de escribir la prepiedad I.)

7(,1=3

Prepiedad II.- La suma de les cuadrades de les caracteres de cualquier
. repmentacién irreducible es igual al erden del grupe. Bs decir

> (X@Peq _, :

.

Dﬁ.sn-acibgt Per el teerema bésices
. L
E [;(R)m r'i(x)miml = g/Lié.m, (M y m'm® = ele-
n .

mentes de la diage)

S"uumd.vathe my m* desde 1 hasta L, (# de elementos en la diagenal)

S S @O T @ =T S a6
Zm‘%:? 1 1 2,; - i
>SS T S M@ Z oL,

R m m' m
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. -9
in(k).xi(x) ..71-)4'
R
> (@)

R

Propiedad IIl.~ Les vectores cuyes compenentes sen les caracteres de des

‘representaciones diferentes son ertegenales, Es decir

>" Xi(x)XB(R) =0 siigj (I=j > propiedad 3
R del teorema)
Denws tracibni

Z X4 (@) X(2) = Z{Z M), Z F}(n)m,m.}
R R m m* ‘

oD W R —

&lw Zz.i.. ém:"o
’ m m! m

ya que i J jiindependientemente del resto de la expresifn.

»

!

.Fropiedad IV.~ FEn una rerresentacién cualquiera las matrices que repre-

sentan operaciones de una misma clase tienen el mismo carbcter.

- Demos tracidng

t Zlementos de wna clase == conjugados entre si == las matrices de

ama nisma clase con matrices conjugadas (grupos isomrfos),‘y como las
‘matrices ¢onjugadas tienen el mismo caracter (5.2), la propiedad se Cum~
rles
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Propielhd Vem El n(mer- de representacienes irreducibles de un grupo es : ;
'~$wa1a1niawodec1ases en el grupee
‘ Ne daremss la émstracibn cempleta de esta propiedad, Dmstrarms
tan sels que el ntwo de Clases en el grupe establece un limite supee-
rm  para el nfmero de representacienes irreducibles.
Dmtncih '
Cembinands las prepiedades II y III; ‘ Z)(i(n) 7%(3) eg 513
] » ] ,
Llamande C’ al # de elementes en la clase p, y come tedas las matrices
de una misma clase tienen el misme caracter, esta suma puede agruparse
‘m clases. Supamendo que hay k clasess

2&(2 ) xj(n )} TN

Pwml

(1

RP =p eperacibn perteneciente a la clase ps La expresibn anterier pue-
de escribirse cems .

K ’ L .
z (c;/’xi(ng)(c;/zxj(n,)) -5 by @
¥ esto cignifica que el cenjunte de las k cantidades (C"r Zl(n )) forma

) Vm vec or de dimensibn k, ertegenal -a cualquiera de otx-a repremtaci&n

(1 430 ). El vecter es de dimensién X => a le més pedrd haber Xk

‘ vectores perpendiculares, es decir, k indices 1, j, seettn, es decir,

x repx'esentaciones diferentes, ya que iyjeeveetz, eran les indices asige
i‘nados a cada representacién. Per tante, ne puede haber mas de k (# de
clases) representaciones irreducibles.

K 5-7) Tablas de ,cu‘actem. .

( En las tablas de caracteres se tabulan los caracteres de las represen-
tacienes irreducibles de un grupe puntual dade. Su impertancia radica
en que serfn utiuzadas m&s tarde en preblemas relacionades a la deterw
udnaciﬁn de emwmraa mlecnlara.
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" 2e= La propiedad I 3y que L

‘presentaciones.

Ilustraremos la forma en que se construyen temande como ej. ¢l grupe Csv'
Es un grupo de orden 6, y tiene 3 clases:

E
C:\\’ Z}3
SV"V
le.~ La prepiedad V =% que so.:o hay 3 representacienes irreducibles,
2 2

2
1*tLly+Lly=6 {ge6)

3=~ Supcagames que la lra, representacibn es de dimensién 1. Ceme las ma
trices que representan eperaciones de una misma clase tienen el misme Ca~
racter {propiedad IV) y este grupoc tieme 3 clases, sele hay que considerar
tres caracteres diferentes, uno por clase. Segfm la ec, 1 de la prepiedad .

V, con i=js k=3; g=6:

3, 2
Z c (2 (R))

p=l
® seat x,i(l) + 2)’,?(2) + BXi(B) =6 o

.La {mica selucibn pesible es xl(li) =%1, Es decir, los caracteres de

la lra. representacién sen +1 6 =1,
44 La (mica posibilidad para una representacibn de E de dimensibn 1 es
(1-1‘; per tanto Xl(E) = 1; y pedemos irle representande:
|BE >y 3V,

I
Les caracteres _co:‘mpmdieptes a 03 y Tv pueden ser +1 & ~l. Temaremos
per conveniencia que ambos son +l. Este quedarg justificado si més ade~
lante no contradice las propiedades de les caracteres de Ias restantes re
En general, en cualquier grupe siempre hay una represen— : {
tacién unidimensienal cen caracteres iguales a +l.

E x, 3(7;

Gl 1 1

.' z
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S5e= Para ebtener 1—'2 consideremss la prepiedad IIX:
Z X (®) Xk(R) () (Rw)
B

Es £6cil ver que debe haber tres matrices P cen ch +1, ¥ tres cen

x = =1, para que al multiplicar por les caracteres de r' se ebtenga ce
Te en 1la sumateria

A (B) Zp(8) + 2% () KyfCy) + 3 (T2 A (T,) mo0
" Come ‘XQ(E) = 1 necesariamente, la fmica pesibilidad de que este se Cume

pla es que X (C.) w1 ; KV,) = =1, o sea

:

Se= La 3ra, representacibn I_’ tiene que ser de dimensién 2. Per tante
X (E) = 2. Per otra parte, segfm la prepiedad III:

; Z X, (R) 7%(3) =0 = 1.2+ 2(1.?63(03)) + 3(1. Xa( )

R

‘sz(n) Xﬁ(n) =0 = 1.2 4 2(1;X3{cs)) + 3(~1.X3(0“v)5
. R )

" Regolviende este sistema de ecuaciones: XS(CS) ® -1

Kl 7)) =0

Y per tanter

E x, BV;
Vi 1 1
Zl1 1 -1 )
Gl 2 -1 0
- Les valeres ebtenides para r% se pueden chequear utilizande la pﬂpie-
dad II; ‘
2
Z (%))
R
. . " 2 \2 2 .
Efectivamente: 2% 4 2(=1)* 40743 = ¢ (g=6)

Existen tablas de caracteres donde vienen tabulades les caracteres de las
representaciones irreducibles ‘para todes les grupes puntuales, Se utie
lizan para establecer comparacio:ies cen cualquier representacibn reducie-
ble.

5¢8) Reduccibn de representaciones,

Supongames que deseamos saber si una representacibn dada es o ne redu~
cible. De duerdo a la defini&ibn, serf reducible si existe la matriz
5 tal que su transformacidn de semejanza preporciena uma matriz diagonal
en bloques, etce Sin embarge, ne hace falta buscar la matriz 8 para lo-
grar cono;:er si uwa representacidn es ¢ no reducible., Esto se 16gra uti-~
lizando las fablas de caracteres, y las propiedades de las matrices cen—
Jjugadas . k ‘

Es conocido que el caracter de wna matriz no varia bajo wna transforma
citn de semejanza (5+2). Sea L (R) el caracter de la matriz correspen=
diente a la qperacién R de una répresentacidn reducible dada. Sea ',q '
= xs(R) el caracter de cada bloque irreducible en la matriz diagonalizae

da en bleques. Entonces

xX@® =S nm
’ J




. Supengames adembs que el blegue j se repite ‘;] veces, Entences la exe-
presién anterier pusde penerse come

X® = > 2 X
S

dende j suma ahora para bleques diferentes wmicamente, Mult:fplicmdo
per xi(k) v sumande tedas las operacicnes:

> X ®XE - ST 2 XX - Zzajxaxaﬂg(#)
R . R 3 i R .

pere segim las prepledades 2 y 3 del eplgrafe anterior:

CSTR@ L@ e by ennces
R

R 3

o 2&(3%(&0 - Z%ZW X - S ey - /
3 R '

. ERE A »
s 2 -
Wl 7 1 -3

Utilizande la expresibm ob?:cnida para a, en la phg. anterier junte cen
la tapla de represmtgcio‘nes irreducibles de Cgvz
a, = 1/6(1.5 + 2(142) + 3(1a(«1))) = 1/6(5+ 4 = 3) = 1
a, = 1/6(165 + 2(1e2) + 3((=1}{(=1))) = 2/6(5+ 4+ 3) m 2,
a = 1/6(2,5 + 2(-142) + 3(0.-1)) = 1/6(10 = 4) = 1 '
Luego, la representacibn reducible ﬂse ruede expresar cems

o= le all,+ Y-'3

e comprueba facilmente que para cada speracifn se cumple la relacidén

A(®) - Z X, ®)
o "

- in(k)‘)(-(ﬁ) - ga,
R o
a = Vs > X, @X(E)
: R

. ¥ eg pesible sncontrar cuantas veces se repite la representacibn frredu-
" cible 1 en la representacibn reducible dada. Veamss un .ejemples

Censideremes dos representaciones redubibles r'a ¥ Vb del grupe cav' cu
yas matrices tienen caracteres 5, 2, «1 ¥ 7, 1, =31 @ sea

64

B xc, 3,
Rl 1 1
P Y 1 -1
fz 1 1 -1
Bl a 0
Y‘a. 5 2 -l -

En cascs sencilles, a veces ne es necesarie hacer este anhlisis, sine

que basta buscar un arregle de las ‘reprcsentar:iones irreducibles de forw

ma que al sumar por celummas el esultade deseads. {Hacer de ejercicie

™).
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5.9) Caracteres cemplejes. Netacibn. Tablase
" Be algunes -grupes existen representacienes que tienen caracteres imagim
naries o cemplejes. Tedes pueden representarse utilizande el faser
€ w 12T/n

que Tepresenta un vecter unitarie en el plane cemplejs.

€7 mcesf + isenf representa un gire f . De la misma ferma,

e” 7w cofifl+ iserfeff) representa la retacitn de un angule 1 (e une gm

veces), Una retacién C: puede entences representarse pers

‘ 6,:' - 102/ cos(m2T/n) + isen(m2N/n) '
My = e: -1 ’
ne0d €lel _

‘mf-‘kn/i‘# 6??-00&7(4-130&“--1 )
nwnfay 62/4 wcesT/2 4 15enT/2 m 4

\ ¥
8i m>n/2 se demuestra facilmente que e:: = e’(xn'“‘)

Cuande ecurren representacienes cen caracterg&s cemplejes, siempre scurren

"en pares, Tor ej, en el grupe C,

2
, \ E Cy c,
1 1 1 :
1 6* € Em eiz-"(“/3
1 =1 e ‘

z Cada miembre es conjugado del cofrespondiente en la etra representacibn.
 Las tablag de carecteres, adembs de tabular les caracteres de las repre=
- sentaciones irreduciblgs. prepercienan informecién adicienal. & titule

de ejemple mes trames la tabla cempleta de caracteres del grupe c3v'
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o B £, 3 | ,
Ay -1 1 1 z 24 y2, 22
A -1
e 2 a4 o | G | B )
i I 1II v
“Area I,

le= A = representacibn unidimensional simbtrica (Z(Cn) = 1)
B % representacidn unidimensienal antisimbtrica (X,(cn,) = =1)
Les indices 1 y 2 se utilizan en A ¥y B para indicar, en case que haya
wnejeC, Larc,siX(c,)=14 X(c,) =1, respectivamente, (0
sea, para indicar si la representacibn es simbtrica o antisimétrica
respecte al eje 02 1 ). En case que ne haya \eje 02, entences indica
el signe del caracter de V; (XA ‘T;,)).

2,~ E T representacidn bidimensional.
T & F = representacibn tridimensional.

34~ En tedes les casos wna letra prihada indica que la representacifn es
simetriaa respecte a Vh' Des primas indican antisimetria.

Area Il
Centiene les caracteres de las representaciones irreducibles, que ya han
side analizades anterisrmente,.

Area 1I1.

En esta area aparece la base de las conespmdientgs representaciones.
‘X, ¥y £y Tepresentan ceordenadas, ¥ R, Ry, R, retaciones alrededor de
les ejes indicades en les subindices, En esta parte de la tabla para
cualduier grupe siempre apéreceran{ estos seis simboias. Para ilustrar su
significade, censideremos la representacibnde este grupe que va fué ebtee

nida per nesetres en un e¢pigrafe anteriers

B
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Area TV.~

1 o0 © ces2T/3 ~cen2T/3 0 i 0o o ‘En ssta area se relacienan tedos les preductes binaries de cesrdenadas y
o 1 [»] sen2'ﬂ'/3 cosa’ﬂ'/s (o] 0 w1 las sumas x2 + y2; x2 - y2 s de acuerde a la represmtaciin baje la que
0 0 b 0 o] 1 0 0 1 se transferman, de menera similar al area III.

» ~ ~

E C3 q’v - -

Ceme sen matrices diagenales en bleque, se ebtienen directamente dos rem Cuande en una tabla aparecen caracteres cemplejus, en las areas I,III y

presentacienes: TV aparecen les términes referias a la representacifn real fermada per

estas dos representac..nes., Per ej. para el grups C

: 10 ces2T(/3 wgen2T /3 10 3
SRR ) c.| E c c? €. 12 /3
xy o 1 sen2 /3 ces2 /2 0 - 3| 3 3 ( l Nl
- . 2 2 2
Pz [1‘ [1‘1 U-l A 1 1 1# z, B X" +Y,2
.o ) g 1 € & ~ 2 2
' La lra. representaciém transfermaba las cosrdenadas (xy) al temar ceme E 1 6* €] (xy) (Rx’ny) (x“wy®yxy).
‘base el gsistema (X¥Z); la segunda transfermaba a z. Per tante, z es la (xy ,xz)

" Base para la representacién [, = A, (segim la tabla) y se indica ast en Esto gs debide a que, para aplicar estes resultades a la reselucibn de
1a régién III. También se acestumbra decir que "z se twansforma segln A"

. . Les caracteres de ny sent X(E) = 23 X(c3)= acos(lzof) = -25en(30) =1,

problemas las des representacienes complejas irreducibles deben utilizar—

se sumadas, siempres BSe comprueba que la tabla anterier es equivalente a

2',( V") = 0, (O sea, sen les caracteres de la representacién E). c . c 2
BS le:::lr. r’xy =B y per tante X e y se transferman cenjuntamente segir. 3 3 3
" 1a pepresentacién E (fermen la base de la representacién E). A 1 1 1
E 2 2cos2ll3 2cos2TV3

Ne discutiremes ¢l significade de B Ryk como base, S5e puede ebtener
wna 1dea de su significade de la manera siguientes

. que se obtiene sumande leos caracteres de las des representaciones cwmplew
Su;ponsms que una rotacibn alrededer del eje ¢ se desiora segim el gra-

jes. S84 consideramos la representacibn matricial del grupo 03 temando ce
fice. Esta flecha cuerveada que indica z me base 1la terna (X,y,z) se obtiene

l1la retacibn ne se altera bajo la eperam i ‘ L

3 o lo cos2 /3 ~sen2 /3| 0] |cos4 /3 ~sens /3t o
cién E, ni tampece baje C,e« Al aplicar ] v 1,0 sen2 /3 ces2 /3| Of |send /3 ces4 /37 O
V' su sentide de rotac:x&n se invierte. : ST TorI T e B oty
Pcr tante, esta retacién se puede censim ,. . . '
“ derar una base para la representacibn de caracteres 1, 1, =1+ Es decir, E (;3 ; cg

R, se transferma seglm Aj. De igual forma R Y Ry se transferman coniun—
tamente segln Es dende se ve inmediatamente quéd es una reprwentac;’.‘n reducible en des e

presentaciones r‘xy y r;, cen les mismos caracterss que aparecen en
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1a tabla (I). © sea, efectivamente x e y se transferman segm B, y z

legfm 51.‘

* (Li = dimension de la matriz en cada representacion) Los uni-
cos valores que cumplen esta ecuacidn son 1, 1, y 2. &Es deeir,
" hpy dos resresenteciones con matrices 1lxl y una con matrices
2x2e )

P e

et




