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Resumen 
En el siguiente trabajo, se obtiene la ley efectiva de un compuesto laminado elástico no lineal 

formado por dos constituyentes, para lo cual utilizamos el Método de Homogeneización 

Asintótica. Se trabaja con un compuesto bifásico formado de los materiales aluminio y acero, 

en el que se consideran condición de contacto perfecta e imperfecta (tipo spring y tipo mem-

brana) entre las constituyentes. En los tipos de contacto imperfecto considerados, se tienen 

ambas constituyentes con propiedades isotrópicas. En este trabajo, se hace una extensión de 

resultados anteriormente publicados, donde solo se consideró condiciones de contacto perfec-

to entre las constituyentes para compuestos elásticos o piezoeléctricos. En este caso también 

se presentan algunos ejemplos numéricos donde se muestra que para los compuestos conside-

rados, el Método de Homogeneización Asintótica es eficiente para determinar propiedades 

efectivas de compuestos en los cuales se considera condiciones de contacto imperfecta en la 

interfase.  

 
Palabras clave: Homogeneización asintótica; Contacto imperfecto; Ley efectiva; Elástico no 

lineal. 

 
 
Recepción: 14-08-08                                                                                  Aceptación: 18-09-08 

 

Abstract 
In this contribution, the effective strongly non-linear elastic law is obtained, by means of the 

Asymptotic Homogenization Method (AHM), for a two-layer laminate composite (Al/Steel) 

with imperfect contact condition (spring and membrane type). In both cases the constituents 

exhibit isotropic properties. This work is an extension of the results before reported, where 

only perfect contacts for elastic or piezoelectric composites were considered. Some numerical 

examples demonstrate that the present model by AHM is efficient for the analysis of compo-

sites with presence of imperfect interphase. 

Key words: Asymptotic Homogenization; Imperfect Contact; Effective Law; Non-Linear 
Elastic. 
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Formulación matemática de las condiciones de contacto. 
En general, es frecuente al estudiar los compuestos laminados tener en cuenta sus componen-

tes planas y antiplanas a partir del problema tridimensional en estudio. Nosotros considera-

mos la condición clásica de contacto perfecto entre las constituyentes, para la cual se conside-

ra condición de continuidad de las tensiones y continuidad de los desplazamientos entre las 

constituyentes del compuesto, de manera que se cumpla, 

0u =
r ,            (1) 

0n jij =σ ,           (2) 

donde hemos considerado la doble barra, como el salto de la función en la interfase, de mane-

ra que )2()1( fff −= . 

 

 

Por otra parte, hemos considerado la condición de contacto imperfecto tipo spring, en la cual, 

se mantiene la continuidad de las tensiones entre las constituyentes del compuesto, pero exis-

te un salto entre los desplazamientos para las constituyentes, en la dirección normal y tangen-

cial respectivamente. Para este tipo de contacto imperfecto, las condiciones en la frontera de 

la interfase estarán determinadas por: 

0n jij =σ ,           (3) 

nntt uK,uM == σσ ,          (4) 

representado los parámetros M  y Κ  el factor de proporcionalidad, que determina el grado de 

imperfección o discontinuidad entre las constituyentes en la interfase del compuesto. Estos 

parámetros tienen dimensión de tensión dividida por longitud. Las magnitudes nn ,u σ  y tt ,u σ  

denotan el vector desplazamiento y tensión respectivamente, en las direcciones normal y tan-

gencial a la interfase del compuesto. Por otra parte, y a pesar de que el contacto imperfecto 

del tipo membrana no es realizable para el caso de compuestos unidimensionales, al conside-

rar que es interesante su análisis desde el punto de vista matemático, lo hemos incluido en 

este trabajo. En este contacto imperfecto tipo membrana entre las constituyentes [1-3], se 

considera continuidad en los desplazamientos en todas las direcciones (normal y tangencial) y 

continuidad en las tensiones en las direcciones tangenciales, mientras que además se satisface 
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una condición de continuidad para una combinación lineal determinada entre las tensiones y 

los desplazamientos, podemos formular este contacto imperfecto en la forma: 

0u =
r             (5) 

)3,2,1i(0aui1i ==+σ , )3,2(0i == γσ γ        (6) 

donde el parámetro “ a ” denota cierta magnitud relativa al equilibrio imperfecto entre las 

constituyentes en la interface del compuesto. Resulta relativamente fácil notar que si 0a =  en 

la condición de contacto imperfecto tipo membrana considerada, se reproduce la condición de 

contacto perfecto clásica reflejada en (1)-(2).  

 

En el caso en que se consideran compuestos con una sección transversal en la interface relati-

vamente fina, se tendrán en cuenta las componentes antiplanas y frecuentemente el análisis es 

realizado teniendo en cuenta las componentes bidimensionales.  

 

En este trabajo, en aras de la simplicidad, nosotros consideramos una barra unidimensional 

con una carga normal en uno de sus extremos finales. Por lo cual estamos considerando que, 

uu, 111 ≡≡ σσ  son las componentes no nulas de la función de tensiones y del vector de des-

plazamiento respectivamente, dependiendo ambas solamente de la componente xx1 ≡ , de 

manera que se cumpla además que ,03322231312 ===== σσσσσ  0uu 32 == . Con estas conside-

raciones, y luego de utilizar el Método de Homogeneización Asintótica, las condiciones de 

contacto imperfecto del tipo spring y membrana referidas en las expresiones (3)-(6) pueden 

ser reescritas en la forma 

NΚσ = .            (7) 

0aN =+σ , 0N = .          (8) 

 

Compuesto fuertemente no lineal 

Ahora, nosotros estudiaremos en detalle un compuesto unidimensional “fuertemente no line-

al”. En este caso, las constituyentes son consideradas elásticas, homogéneas y tales que res-

ponden a una ley constitutiva de endurecimiento de tipo isotrópica [4].  
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Es bien conocido que, aquel valor para el cual el estado ( )11 ,M σε=  representa una tensión 

simple en el compuesto, puede ser llamado límite elástico 1ε , y el rango de las tensiones  

1σσ <  para el cual se cumple que el compuesto es sometido a una tensión simple, puede ser 

llamado rango elástico. De tal manera que, si la tensión varía dentro de este rango, solo 

tendrá lugar una deformación elástica en el compuesto, mientras que, aplicar una carga más 

allá del estado M  implicaría que estaría ocurriendo una deformación no lineal en el com-

puesto. 

 

Bajo estas suposiciones, la Ley de Hooke podrá ser formulada para el primer intervalo 1εε < , 

en la forma 11 Eεσ =  siendo la pendiente de la recta AtanE 11 == εσ . De manera similar, para 

el segundo intervalo 1εε ≥  la pendiente de la recta estará determinada por 

( ) ( ) BtanE 1212
* =−−= εεσσ . En este caso, la tensión es expresada como ( )1

*
1  EE εεεσ −+= .  

 

Teniendo en cuenta lo antes expresado, para las componentes de un compuesto multifásico 

“fuertemente no lineal” la relación constitutiva puede ser escrita como 

( )






≥+

<
=

)(
s

)(
s

**

)(
s)(

'u        si)E-(Eu'E 
 'u          si                    u'E 

   'u 
ττ

τττ

τ
ττ

εε

ε
σ       (9) 

representando τE  el módulo de Young de la fase homogénea τ , *Eτ  representa el módulo de 

Young crítico para la fase τ  y )(
s

τε  representa el límite elástico de la deformación para la 

fase τ .  

 

La ecuación (9) se corresponde con la de aquellos materiales fuertemente deformables [5], 

también conocidos como materiales lineales a trozos o con potencial biparabólicos.  

 

Leyes efectivas para diferentes tipos de contacto 

En este trabajo, se obtuvo la ley efectiva del compuesto unidimensional para diferentes consi-

deraciones de contacto perfecto o imperfecto (tipo spring o membrana) en la interface. En 

este sentido, seguidamente reportamos los resultados para un compuesto bifásico. En lo que 
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sigue y en aras de simplificar, denotaremos con ε  y σ  la deformación y tensión del com-

puesto bifásico respectivamente. 

 

Describiremos los pasos principales dados en el cálculo de la ley efectiva para un compuesto 

unidimensional con componentes “fuertemente no lineal” al considerar los tres tipos de con-

tacto diferentes en estudio.  

 
En este sentido, nosotros podemos distinguir tres tipos de comportamiento en general del 

compuesto: “compuesto elástico lineal” cuando )1(
sv' ε< , “compuesto elástico lineal y fuerte-

mente no lineal” si  )2(
s

(1)
s 'v εε <≤  y “compuesto fuertemente elástico no lineal puro” si 

(2)
sv' ε≥ , donde (1)

sε  y )2(
sε  representan los límites elásticos de la deformación para cada una de 

las fases [3] del compuesto. 

 

• Comportamiento “elástico lineal” )1(
sv' ε< , en el que ambas constituyentes tienen compor-

tamiento elástico. 

La condición de contacto perfecto en la interface estará dada por las ecuaciones (1) y (2). 

Aquí, usando el Método de Homogeneización Asintótica, y teniendo en cuenta propiedades 

de periodicidad y de unicidad que reúne la función local )(N )1( ξ , la ley efectiva lineal es ob-

tenida y puede ser escrita en la forma v'E,E
-11

2
1

1
−−=σ  donde 21, θθ ∗+•=∗• , representando 

αθ  para 2,1=α  el volumen de fracción de las constituyentes. 

 

Para la condición de contacto imperfecto (tipo spring) dada por las ecuaciones (3) y (4), si se 

usan las ecuaciones (7) y (9), entonces la fórmula (4) teniendo en cuenta las condiciones de 

periodicidad y de unicidad de la función local )(N )1( ξ  puede ser escrita en la forma:  

( ) [ ])2(
22

)1(
21

)1(
21 CCC'vE θθΚ −−=−   y  ( ) [ ])2(

22
)1(

21
)2(

22 CCC'vE θθΚ −−=− , 

donde )(
1C α  y )(

2C α  para 2,1=α , representan los coeficientes elásticos de las constituyentes 

respectivamente. 
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Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales anterior, se obtiene la ley efectiva del com-

puesto con condiciones de contacto imperfecto (tipo spring) entre las constituyentes, dada por  

[ ] 'vKE,E
111

2
1

1
−−−− +=σ . 

 

Usando la condición de continuidad, la fórmula (8), teniendo en cuenta las condiciones de 

periodicidad y de unicidad de la función local )(N )1( ξ  para el caso de considerar contacto 

imperfecto (tipo membrana) puede ser expresada como 

( ) ( ) ( ))2(
22

)2(
12

)2(
22

)1(
211

)1(
21 CCaC'vECaC'vE θθ −−−=−−       (10) 

 

En este caso, la solución del sistema de ecuaciones lineales formado por las ecuaciones (5) y 

(10) nos proporciona la ley efectiva del compuesto con condiciones de contacto imperfecta 

(tipo membrana) entre las constituyentes en la forma 

 

{ } ( )[ ] 'vTE,ETE,E1 1
1

2
1

1121 ++= −−σ  donde 21211 EEAT θθ= , 21 aaA −=  y { } 12, θθ ∗+•=∗• . 

 

De manera análoga a lo antes descrito, la expresión de las leyes efectivas para los diferentes 

tipos de contacto pueden ser obtenidas, para los otros dos tipos de intervalos en los que se 

analiza el comportamiento del compuesto en estudio, es decir, “compuesto elástico lineal y 

fuertemente no lineal”, en el que una constituyente tendrá comportamiento elástico y la otra 

comportamiento no elástico, referido al intervalo )2(
s

(1)
s 'v εε <≤  y “compuesto fuertemente 

elástico no lineal puro”, en el que ambas constituyentes tendrán comportamiento no elástico, 

en el intervalo (2)
sv' ε≥ .  

 

A manera de resumen, la ley efectiva para un compuesto unidimensional, bifásico con consti-

tuyentes que satisfacen la ley constitutiva considerada, para los tres tipos diferentes de con-

tacto puede ser formulada en la forma,  
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









≥+

<≤+

<

=
(2)
s54

)2(
s

(1)
s32

)1(
s1

v'                  si'v 

v'         si'v 

v'               si          'v 

ε∆∆

εε∆∆

ε∆

σ         (11) 

 

Los límites elásticos para la deformación y las constantes ( )5,,1ii L=∆  que intervienen en la 

ley efectiva antes expresada, se recogen en la tabla que se muestra a continuación. 

 

 Contacto perfecto 
Contacto imperfecto 

Tipo Spring Tipo Membrana 

1∆  11
2

1
1 E,E

−−−  [ ] 111
2

1
1 KE,E

−−−− +  
1

1
2

1
1

121

TE,E
TE,E1

+

+
−−

 

2∆  11
2

1*
1 E,E

−−−  [ ] 111
2

1*
1 KE,E

−−−− +  
2

1
2

1*
1

22
*
1

TE,E

1TE,E

+

+
−−

 

3∆  
( )

1
2

1*
1

1
)1(

s2
*
11

E,E
EEE

−−

− θε  ( )
11

2
1*

1

1
)1(

s2
*
11

KE,E
EEE

−−− +
− θε

 
( )( )

2
1

2
1*

1

1
)1(

s22
*
11

TE,E

TEEE

+

+−
−−

θε  

4∆  11*
2

1*
1 E,E

−−−  [ ] 111*
2

1*
1 KE,E

−−−− +  
3

1*
2

1*
1

3
*
2

*
1

TE,E

TE,E1

+

+
−−

 

5∆  
( )

( )
1*

2
1*

1

2
)2(

s
*
1

*
22

1
)1(

s
*
2

*
11

E,E

EEE

EEE

−−













−+

+−

θε

θε

 

( )
( )

11*
2

1*
1

2
)2(

s
*
1

*
22

1
)1(

s
*
2

*
11

KE,E

EEE

EEE

−−− +













−+

+−

θε

θε

 

( )( )
( )( )

3
1*

2
1*

1

2
)2(

s31
*
22

1
)1(

s32
*
11

TE,E

TEEE

TEEE

+

+−+

++−

−−

θε

θε

 

)1(
sε  1

2
1

1

)1(
s1

E,E
E

−−

ε
 

11
2

1
1

)1(
s1

KE,E
E

−−− +
ε

  

)2(
sε  1

2
1

1

)2(
s1

E,E
E

−−

ε
 

11
2

1
1

)2(
s1

KE,E
E

−−− +
ε

  

 

donde 
21

21
1 EE

AT θθ
= , 

2
*
1

21
2 EE

A
T

θθ
=  y *

2
*
1

21
3 EE

A
T

θθ
= . 

 

Análisis de los resultados 
Se realizó el análisis detallado de los casos límites. Se puede notar fácilmente de la tabla que 

se presenta, que los coeficientes i∆  correspondientes al caso de considerar contacto imperfec-
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to (tipo spring) en la interface del compuesto, cuando ∞→K  se reducen a los coeficientes 

correspondientes, cuando se considera contacto perfecto en la interfase del compuesto. De 

manera similar, se puede obtener directamente de lo reflejado en la tabla, que los coeficientes 

i∆  correspondientes al caso de considerar contacto imperfecto (tipo membrana) en la interfa-

se del compuesto, cuando 0A →  se reducen a los coeficientes correspondientes si se conside-

ra contacto perfecto en la interfase del compuesto. Del análisis de ambos casos límite, pode-

mos concluir que la ley efectiva antes expuesta, admite como caso límite para el caso de con-

tacto imperfecto (tipo spring o membrana) en la interfase del compuesto, a la ley efectiva del 

compuesto para el caso de considerar contacto perfecto entre las constituyentes.  

 

La continuidad de la ley efectiva (11) fue demostrada para todos los valores de su dominio de 

definición. La Figura 1 muestra el comportamiento de las leyes efectivas del compuesto uni-

dimensional, bifásico con constituyentes “fuertemente no lineal”, formado por las constitu-

yentes Al/Steel, con condiciones de contacto perfecta e imperfecta (tipo spring o membrana) 

entre las constituyentes. De lo reflejado en la tabla, se puede concluir que, para cada uno de 

los intervalos, la pendiente de la recta correspondiente al contacto imperfecto (tipo spring o 

membrana) es menor que la pendiente de la recta correspondiente al contacto perfecto, por 

consiguiente, como todas las curvas comienzan en el mismo punto, la curva de la ley efectiva 

considerando contacto imperfecto (tipo spring o membrana) entre las constituyentes, estará 

siempre por debajo de la curva de la ley efectiva considerando contacto perfecto entre las 

constituyentes. Además, puede observarse gráficamente también, que las curvas de las leyes 

efectivas considerando contacto imperfecto (tipo spring o membrana) se aproximan a la curva 

de la ley efectiva considerando contacto perfecto cuando ∞→K  (tipo spring) y cuando 

0A →  (tipo membrana) que coincide con lo analizado teóricamente a partir de las expresio-

nes de los coeficientes referidos en la tabla anterior. Los materiales utilizados en estos cálcu-

los fueron tomados de [6], considerando los volúmenes de fracción 6.01 =θ , 4.02 =θ . De este 

análisis se puede notar que el contacto imperfecto entre las constituyentes (tipo spring o 

membrana) hace la ley efectiva del compuesto más suave que la ley efectiva del compuesto 

bajo la consideración de contacto perfecto.  
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Comparación entre las leyes efectivas de un compuesto laminado bifásico (Aluminio/Acero) para 
la consideración de contacto perfecto y dos tipos de contacto imperfecto (Spring y Membrana) en-
tre las constituyentes. 

 

De las expresiones de los coeficientes i∆  recogidas en la tabla podemos realizar un estudio de 

los casos límite para los valores del parámetro de la imperfección del contacto, K  (tipo 

spring) y A  (tipo membrana). Considerado S
i∆ , M

i∆  y P
i∆  con 5,4,3,2,1i =  las expresiones 

de los coeficientes recogidos en la expresión (11) para el caso de considerar contacto imper-

fecto tipo spring, tipo membrana o perfecto, respectivamente, obtenemos que 

0K
lim   
→

0S
i =∆  mientras que 

∞→K
lim   P

i
S

i ∆∆ = , lo cual nos corrobora que para ∞→K  la ley 

efectiva obtenida considerando contacto imperfecto (tipo spring) reproduce la ley efectiva 

para el caso en que se considere contacto perfecto, mientras que, cuando 0K →  se obtendría 

como valor de la ley efectiva el valor cero, pues si 0K →   de la expresión (4) implicaría que 

el contraste de los desplazamientos es infinito y dejaría de tener sentido el compuesto en con-

sideración. En resumen, obtenemos que para el caso de contacto imperfecto (tipo spring) se 
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cumple que P
i

S
i0 ∆∆ ≤≤  con 5,4,3,2,1i = . Análogamente, tenemos que 

0A
lim   
→

P
i

M
i ∆∆ =  

mientras que  

 

∞→A
lim   ( )

( ) ( )















=−+−

=

=−

=

=

=

5isiEEEE

4isiE,E

3isiEE

2isiE,E

1isiE,E

2
)2(

s
*
221

)1(
s

*
11

*
2

*
1

1
)1(

s
*
11

2
*
1

21

M
i

θεθε

θε∆      (12) 

 

lo que nos corrobora que la ley efectiva obtenida al considerar contacto imperfecto (tipo 

membrana) entre las constituyentes, admite como caso particular a la ley efectiva al conside-

rar contacto perfecto cuando 0A → , mientras que para el caso en que ∞→A  reproduce los 

valores dados en la expresión (12). En resumen, obtenemos que para el caso de contacto im-

perfecto (tipo membrana) se cumple que HM
i

P
i ≤≤ ∆∆  con 5,4,3,2,1i = , siendo H  la expre-

sión referida en (12). 
 

 

Comparación entre las leyes efectivas de un compuesto laminado bifásico (Aluminio/Acero) 

para la consideración de contacto perfecto y dos tipos de contacto imperfecto (Spring y 

Membrana) entre las constituyentes  
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